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Challenge of Obtaining Efficient CodeChallenge of Obtaining Efficient Code

Memory hierarchy: 5x

Vector instructions: 3x

Multiple threads: 2x

High performance library development High performance library development 
has become a nightmarehas become a nightmare
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Spiral OverviewSpiral Overview
Research Goal:Research Goal: ““TeachTeach”” computers to write fast librariescomputers to write fast libraries

Complete automation of implementation and optimizationComplete automation of implementation and optimization
Including Including vectorizationvectorization, parallelization, parallelization

Functionality:Functionality:
Linear transforms (discrete Fourier transform, filters, waveletsLinear transforms (discrete Fourier transform, filters, wavelets))
BLASBLAS
SAR imagingSAR imaging
En/decoding (En/decoding (ViterbiViterbi, , EbcotEbcot in JPEG2000)in JPEG2000)
…… moremore

Platforms:Platforms:
Desktop (vector, SMP), Desktop (vector, SMP), FPGAsFPGAs,, GPUsGPUs, distributed, hybrid, distributed, hybrid

Collaboration with Intel (Collaboration with Intel (KuckKuck, Tang, , Tang, SabaninSabanin))
Parts of MKL/IPP generated with SpiralParts of MKL/IPP generated with Spiral
IPP 6.0: IPP 6.0: ippgippg domain for Spiral generated codedomain for Spiral generated code
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DSP Algorithms: Transforms & Breakdown RulesDSP Algorithms: Transforms & Breakdown Rules

Combining these rules yields many algorithms for every given traCombining these rules yields many algorithms for every given transformnsform
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SPIRAL: ArchitectureSPIRAL: Architecture
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SPIRAL: Abstraction LevelsSPIRAL: Abstraction Levels

TransformTransform

RuletreeRuletree

SPLSPL

ΣΣ‐‐SPLSPL

C CodeC Code
……
for (i=0; i<8; i++) {for (i=0; i<8; i++) {
t[2i+4]=x[it[2i+4]=x[i‐‐4]+x[i+4];4]+x[i+4];
…… }}

problem specificationproblem specification

easy manipulation for searcheasy manipulation for search

vector/parallel optimizationsvector/parallel optimizations

loop optimizationsloop optimizations

C compilerC compiler
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DSP Algorithms: E.G. 4DSP Algorithms: E.G. 4‐‐point DFTpoint DFT
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Fourier transformFourier transform

IdentityIdentity PermutationPermutation

Diagonal matrix (twiddles)Diagonal matrix (twiddles)

KroneckerKronecker productproduct

Input vectorInput vector

Output vectorOutput vector

input vector (signal)input vector (signal)

output vector (signal)output vector (signal) transform = matrixtransform = matrix
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CooleyCooley‐‐TukeyTukey Rule and DPRule and DP

DFT(16)DFT(16)

DFT(2)DFT(2) DFT(8)DFT(8)

DFT(16)DFT(16)

DFT(4)DFT(4) DFT(4)DFT(4)

IdentityIdentity PermutationPermutationKroneckerKronecker productproduct

DFT(16)DFT(16)

DFT(8)DFT(8) DFT(2)DFT(2)

Diagonal matrix (twiddles)Diagonal matrix (twiddles)

Dynamic Programming (DP) searches over different applications ofDynamic Programming (DP) searches over different applications of
CT Rule using best transform found for recursive calls CT Rule using best transform found for recursive calls 
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Program Generation in Spiral (Sketched)Program Generation in Spiral (Sketched)
TransformTransform
user specifieduser specified

C Code:C Code:

Fast algorithmFast algorithm
in SPLin SPL many choicesmany choices

∑∑‐‐SPL:SPL:
[PLDI 05][PLDI 05]

Iteration of this process Iteration of this process 
to search for the fastestto search for the fastest

But thatBut that’’s not all s not all ……

parallelizationparallelization
vectorizationvectorization

loop loop 
optimizationsoptimizations

constant foldingconstant folding
schedulingscheduling
…………

Optimization at allOptimization at all
abstraction levelsabstraction levels
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SPL to Shared Memory Code: Basic Idea SPL to Shared Memory Code: Basic Idea [SC 06][SC 06]

Governing construct: tensor productGoverning construct: tensor product

pp‐‐way embarrassingly parallel, loadway embarrassingly parallel, load‐‐balancedbalanced

AA
AA
AA
AA

xx yy

Processor 0Processor 0

Processor 1Processor 1

Processor 2Processor 2

Processor 3Processor 3

Problematic construct: permutations produce false sharingProblematic construct: permutations produce false sharing

Task: Rewrite formulas to Task: Rewrite formulas to 
extract tensor product + keep contiguous blocksextract tensor product + keep contiguous blocks

xx yy
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Parallelization by RewritingParallelization by Rewriting

LoadLoad‐‐balancedbalanced
No false sharingNo false sharing

coarsecoarse
platformplatform
modelmodel
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Same Approach for Other Parallel ParadigmsSame Approach for Other Parallel Paradigms
VectorizationVectorization [VECPAR 06][VECPAR 06]Message Passing Message Passing [ISPA 06][ISPA 06]

Cg/OpenGL for Cg/OpenGL for GPUsGPUs VerilogVerilog for for FPGAsFPGAs [DAC 08][DAC 08]

MPIMPI
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Example ResultsExample Results

MulticoreMulticore [SC 06][SC 06]

Code written by the computer is faster (for many sizes) Code written by the computer is faster (for many sizes) 
than any humanthan any human‐‐written codewritten code
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Modular DFT in SPIRALModular DFT in SPIRAL

New Transform: New Transform: ModDFT(nModDFT(n, p, w, i), p, w, i)
nn,      the size of the transform,      the size of the transform

pp ,  the prime modulus,  the prime modulus

ww ,   primitive        root of unity,   primitive        root of unity

ii ,   forward/inverse flag,   forward/inverse flag

Same as DFT except must store p and wSame as DFT except must store p and w

Breakdown Rule for Breakdown Rule for ModDFTModDFT: Cooley: Cooley‐‐TukeyTukey in in 
Same as complex DFT except different roots of unity are computedSame as complex DFT except different roots of unity are computed

CUnparserCUnparser for for ModDFTModDFT: Generate         C code: Generate         C code
C code generated for modular arithmetic operationsC code generated for modular arithmetic operations

Alternative approaches exploredAlternative approaches explored

Zp

Zp

nth
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CooleyCooley‐‐TukeyTukey in       : Examplein       : ExampleZp

x 7! y =M ¢x
Input VectorInput Vector Output VectorOutput Vector Transform matrix inTransform matrix in Zp

x 7! y =M ¢x

Output vectorOutput vector

y = (ModDFT2
N
I2) ·T 4

2 ·( I2
N
ModDFT2) ·L4

2 ·x
Modular Fourier transformModular Fourier transform

KroneckerKronecker productproduct

Diagonal matrix (twiddles)Diagonal matrix (twiddles)

IdentityIdentity

Input vectorInput vector

PermutationPermutation

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000
0010
0100
0001

16100
1100
00161
0011

13000
0100
0010
0001

16010
01601
1010
0101

131641
161161
416131
1111

ModDFT (4, 17, 3)==



Carnegie Mellon, Drexel, UIUC

Modular Modular FFTsFFTs: Cooley: Cooley‐‐TukeyTukey inin

CooleyCooley‐‐TukeyTukey algorithmalgorithm
A transform of size A transform of size mnmn breaks down into smaller breaks down into smaller 
transforms of size m and ntransforms of size m and n

CooleyCooley‐‐TukeyTukey algorithm inalgorithm in
Primitive root of P used in twiddle factors instead of Primitive root of P used in twiddle factors instead of 
complex root of unitycomplex root of unity

Zp

Zp

DFT (m ¢n) ! DFT (m), DFT (n)
! Tensor(DFT (m), I(n)) ¢Tmnm ¢
Tensor(I(n),DFT (m)) ¢Lmnn

Tensor(I(m),ModDFT (n, p,ωn)) ¢Lmnn

ModDFT (m ¢n, p,ω) ! ModDFT (m, p,ωm),ModDFT (n, p,ωn)

! Tensor(ModDFT (m, p,ωm), I(n)) ¢Tmnm ¢(ωm) 
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Modular Modular FFTsFFTs: : UnparserUnparser

UnparserUnparser: translate symbolic arithmetic operations to : translate symbolic arithmetic operations to 
corresponding C codecorresponding C code

UnparserUnparser for Modular for Modular FFTsFFTs
add (a, b) add (a, b) →→ (a + b) % p(a + b) % p

sub (a, b) sub (a, b) →→ (a (a –– b) % pb) % p

All elements are positive and smaller than pAll elements are positive and smaller than p

0 < a + b < 2p 0 < a + b < 2p →→ (a + b) % p =  (a + b < p)? (a + b) : (a + b (a + b) % p =  (a + b < p)? (a + b) : (a + b –– p)p)

‐‐p < a p < a ‐‐ b < p b < p →→ (a (a ‐‐ b) % p =  (a b) % p =  (a ‐‐ b < 0)? (a b < 0)? (a ‐‐ b + p) : (a b + p) : (a ‐‐ b)b)

–– Faster than division though may introduce branchesFaster than division though may introduce branches

–– Can use Conditional Move instead of branch (avoid Can use Conditional Move instead of branch (avoid 
pipeline stalls)pipeline stalls)

mulmul (a, b) (a, b) →→ a * b % pa * b % p
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ExperimentsExperiments

PlatformPlatform
AMD AMD PhenomPhenom II X4 940 quadII X4 940 quad‐‐core processor core processor 

Operating FrequencyOperating Frequency: 3.0 GHz : 3.0 GHz 

L1 CacheL1 Cache: 4 X 128 KB (64KB Instruction + 64KB Data) : 4 X 128 KB (64KB Instruction + 64KB Data) 

L2 CacheL2 Cache: 4 X 512 KB : 4 X 512 KB 

L3 CacheL3 Cache: 6 MB : 6 MB 

ExperimentsExperiments
Compare SPIRAL performance of modular FFT and complex floating pCompare SPIRAL performance of modular FFT and complex floating point oint 
FFTFFT

Optimal algorithms found may be differentOptimal algorithms found may be different

Compare SPIRAL modular FFT to numeric recipes (NR) code modifiedCompare SPIRAL modular FFT to numeric recipes (NR) code modified to to 
perform modular DFT [NR uses iterative FFT]perform modular DFT [NR uses iterative FFT]

Compare optimal SPIRAL modular FFT found by DP to radix 2 recursCompare optimal SPIRAL modular FFT found by DP to radix 2 recursive FFTive FFT
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SPRIAL Code PerformanceSPRIAL Code Performance

Best Code found by DPBest Code found by DP
Modular DFT vs. Complex DFTModular DFT vs. Complex DFT

0
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4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

  ModDFT / Complex DFT

Expensive modular operations slow down Expensive modular operations slow down ModDFTModDFT within the cache boundarywithin the cache boundary

Memory accesses dominate performance when input size crosses caMemory accesses dominate performance when input size crosses cache che 
boundary (boundary (≥≥ 221313) ) 

Cache boundary reached one size earlier for complex DFTCache boundary reached one size earlier for complex DFT

Input size (log)
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SPRIAL Code PerformanceSPRIAL Code Performance

Complex DFT CodeComplex DFT Code
Best SPIRAL code (DP) vs. Radix 2 Recursive Code & NRBest SPIRAL code (DP) vs. Radix 2 Recursive Code & NR
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 DP / NR  DP / RR

Input size (log)

SPIRAL best code about twice faster than its right recursive codSPIRAL best code about twice faster than its right recursive code e 
Better algorithm found by the search engineBetter algorithm found by the search engine

SPIRAL best code averagely 4.8 times faster the numerical recipSPIRAL best code averagely 4.8 times faster the numerical recipes code.es code.
Better cache/memory utilization by SPIRALBetter cache/memory utilization by SPIRAL

Performance grouped into 3 regions (unrolled, inPerformance grouped into 3 regions (unrolled, in‐‐cache, outside L1 cache)cache, outside L1 cache)
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SPRIAL Code PerformanceSPRIAL Code Performance

Modular FFTModular FFT
Best SPIRAL code (DP) vs. Radix 2 Recursive Code & NRBest SPIRAL code (DP) vs. Radix 2 Recursive Code & NR

Input size (log)

Best SPIRAL code twice as fast as right recursive code Best SPIRAL code twice as fast as right recursive code 
Better algorithm found by the search engineBetter algorithm found by the search engine

Best SPIRAL code on average 3 times faster than NR code.Best SPIRAL code on average 3 times faster than NR code.
Better cache/memory utilization by SPIRALBetter cache/memory utilization by SPIRAL

Similar performance trends for modular and complex Similar performance trends for modular and complex DFTsDFTs
Larger jumps across unrolling and cache boundaries Larger jumps across unrolling and cache boundaries 
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Experimental DataExperimental Data

*   *   Number  of cycles on AMD Number  of cycles on AMD PhenomPhenom II 940 3.0 GHz QuadII 940 3.0 GHz Quad‐‐core processorcore processor

Input SizeInput Size
RadixRadix‐‐2 Right Recursive2 Right Recursive Dynamic ProgrammingDynamic Programming Numerical RecipesNumerical Recipes

ModDFTModDFT DFTDFT ModDFTModDFT DFT DFT  ModDFTModDFT DFTDFT

2233 *107*107 7373 106106 6868 18521852 52025202

2244 271271 183183 271271 165165 30023002 60736073

2255 701701 559559 684684 465465 54025402 76367636

2266 21462146 19501950 20332033 11301130 1013010130 1171311713

2277 71837183 51135113 50545054 25282528 1919419194 2038220382

2288 1949119491 1276912769 1129011290 59095909 3968739687 3804938049

2299 4616946169 3009730097 2349023490 1521415214 8182081820 7572975729

221010 109924109924 7165171651 5229752297 3436834368 164575164575 163198163198

221111 256097256097 170499170499 132688132688 8304683046 363737363737 345289345289

221212 611067611067 424499424499 284737284737 217446217446 800674800674 748075748075

221313 14405881440588 13168081316808 613370613370 778572778572 55557595555759 16280031628003

221414 38140253814025 36482413648241 17376731737673 19793791979379 1395234713952347 57826185782618

221515 99873709987370 96984459698445 48669604866960 53014815301481 3407666534076665 1426981614269816

221616 2460831724608317 2298189022981890 1138666211386662 1338198913381989 8619522086195220 3617294536172945
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Standard FFT Standard FFT RuletreesRuletrees

RadixRadix‐‐2 Right Recursive Rule 2 Right Recursive Rule 
TreeTree

DFT(512)DFT(512)

DFT(2)DFT(2) DFT(256)DFT(256)

DFT(2)DFT(2) DFT(128)DFT(128)

DFT(4)DFT(4)

DFT(2)DFT(2) DFT(2)DFT(2)

Iterative Tree in Numerical Iterative Tree in Numerical 
RecipesRecipes

DFT(512)DFT(512)

DFT(2)DFT(2) DFT(2)DFT(2) ...... DFT(2)

9 DFT(2)9 DFT(2)
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Optimal Modular FFT Optimal Modular FFT RuletreeRuletree

Best Rule Tree found by Dynamic ProgrammingBest Rule Tree found by Dynamic Programming

ModDFT(512)ModDFT(512)

ModDFT(64)ModDFT(64) ModDFT(8)ModDFT(8)

ModDFT(16)ModDFT(16) ModDFT(4)ModDFT(4) ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(4)ModDFT(4)

ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(8)ModDFT(8) ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(2)ModDFT(2)

ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(4)ModDFT(4)

ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(2)ModDFT(2)

ModDFT(2)ModDFT(2) ModDFT(2)ModDFT(2)
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Conditional MoveConditional Move

Conditional MovesConditional Moves
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0.98
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1.10

1.12

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

No CMOV/ CMOV

Input size (log)

CMOVccCMOVcc theoretically reduces pipeline penalty by converting theoretically reduces pipeline penalty by converting 
branches to branchless codes in ternary operations of add/subbranches to branchless codes in ternary operations of add/sub

Experiments show improvement only for large sizesExperiments show improvement only for large sizes
Short branches of ternary operations optimized by CPUShort branches of ternary operations optimized by CPU’’s multis multi‐‐instruction fetch and instruction fetch and 
conditional executionconditional execution

Branch prediction table entries overwritten in largeBranch prediction table entries overwritten in large‐‐sized programs sized programs 

Instructions fetches insufficient for conditional execution of lInstructions fetches insufficient for conditional execution of larger programsarger programs
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Future WorkFuture Work

Montgomery Algorithm [MATHCOMP 85]Montgomery Algorithm [MATHCOMP 85]
Modular multiplication without divisionModular multiplication without division
Enable Enable vectorizationvectorization when vector division not availablewhen vector division not available

VectorizationVectorization
Extend SPIRAL Extend SPIRAL vectorizationvectorization to support modular DFTto support modular DFT

MulticoreMulticore ParallelizationParallelization
Extend SPIRAL parallelization to support modular DFTExtend SPIRAL parallelization to support modular DFT
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ConclusionConclusion
Minor modifications to SPIRAL to support generation Minor modifications to SPIRAL to support generation 
of efficient modular FFT codeof efficient modular FFT code

SPIRAL generated code 2SPIRAL generated code 2--5 times faster than standard 5 times faster than standard 
implementationsimplementations

Better memory utilizationBetter memory utilization
Reduced loop/recursion overheadReduced loop/recursion overhead

Modular code 1.38 times slower than floating point Modular code 1.38 times slower than floating point 
codecode

Beyond cache boundary modular code becomes fasterBeyond cache boundary modular code becomes faster

SPIRAL machinery can be used to obtain SPIRAL machinery can be used to obtain 
vectorizedvectorized/parallel code /parallel code 
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