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INTRODUCTION AU COURS D'ANALYSE

L’ANALYSE MATHEMATIQUE donne un ensemble de régles gouvernant la maripulation des
limites et des infiniment petits : régles de changement de variables, régles d’interversion de
limites, régles de dérivation sous le signe intégrale, etc. On ne peut toutefois réduire I’Analyse
a cette gymnastique formelle sans perdre de vue ses objets principaux et le sens méme de sa
démarche.

Dés le xvnr® siécle les séries ont été utilisées pour définir des fonctions nouvelles. Dans un
langage moderne, I’Analyse démontre des rhéorémes d’existence en formulant les problémes
dans des espaces complets convenables. Lorsqu’un résultat d’existence est précisé par un théo-
réme d’unicité, alors, et seulement alors, la notion de solution approchée a un sens ; les algo-
rithmes numériques de calcul des solutions approchées proviendront souvent de la démarche
antérieure de I’Analyste.

L’évolution des systémes mécaniques est gouvernée par le principe du minimum d’action.
Plus généralement I’Analyse permet de définir des fonctions remarquables : celles qui réali-
sent le minimum de fonctionnelles naturelles. Les propriétés de ces fonctions extrémales pour-
ront &tre déduites alors des équations aux variations de la fonctionnelle associ¢e.

Les lois élémentaires de conservation de la Physique ne permettent pas de décrire un phé-
nomeéne complexe. Toutefois la formulation infinitésimale de ces lois peut conduire a des
équations aux dérivées partielles. L’ Analyse, en établissant I’existence globale des solutions de
ces équations, ainsi que leurs propriétés, apportera un outil pour passer de 'infinitésimal
au global.

Le calcul des probabilités sur un nombre fini n d’événements, est souvent équivalent a des
problémes de combinatoire. Lorsque » tend vers 'infini, des lois limites simples apparaissent.
La ou I’on ne trouvait que le contingent et I’enchevétrement d’énumeérations fastidieuses, le
passage a la limite fera apparaitre des fonctions régulié¢res justiciables des méthodes de calcul
de I’Analyse.

Ces points de vue seront mis en évidence dans ce cours, destiné a des étudiants de licence
ou de maitrise, et qui comportera quatre volumes de 100 a 200 pages chacun :

— Topologie et Analyse fonctionnelle ;

— Intégration, Probabilités, Analyse de Fourier et Analyse Spectrale ;

— Calcul différentiel ;

— Analyse complexe.

Chaque volume sera écrit de telle sorte qu’il puisse étre lu de fagon indépendante.

P. MALLIAVIN



INTRODUCTION AU COURS D’ALGEBRE

L’ Algeébre n’est pas vraiment
une discipline indépendante,
mais un fondement et un
outil pour l'ensemble des
mathématiques, et son déve-
loppement rapide dans les
derniéres années a été en fait
suscité et dirigé par les be-
soins d’autres disciplines ma-
thématiques.

L. KRONECKER (1861),
Math. Werke, vol. V, p. 387.

L’opriNioN DE KRONECKER (I’un des plus illustres algébristes de tous les temps) peut paraitre
en opposition avec le phénoméne bien connu de la prépondérance de plus en plus grande de
I’Algébre dans les mathématiques actuelles, ce qu’on a pu appeler 1’« algébrisation » de
I’Analyse, de la Géométrie et de la Topologie. En réalité, cette prépondérance est due au fait
que les algébristes ont su infléchir leurs recherches sous I’influence des parties des mathé-
matiques ou elles pouvaient apporter un appui décisif. Un exemple historique typique est
I’évolution de I’Algébre linéaire et multilinéaire, qui, pour devenir un outil fondamental en
Analyse fonctionnelle, a dii commencer par se débarrasser du fatras des calculs de détermi-
nants et de matrices qui I’encombraient inutilement au x1x® siécle. De méme, on sait que
I’Algébre commutative est née, d’une part avec les démonstrations, par Dedekind et Weber,
des théorémes fondamentaux de la Théorie des nombres et de la Théorie des courbes algé-
briques, et de I’autre avec les découvertes de Hilbert sortant la Théorie des invariants des
interminables calculs ol elle s’enlisait. Et son essor a partir de 1920 est concomitant avec
I’essor simultané,  partir de la méme époque, de la Géométrie algébrique et de la Géométrie
analytique, dont elle forme la base.

C’est donc dans Pesprit de Kronecker qu’est rédigé ce Cours d’Algébre ; il ne comprend
pas une seule définition ni un seul résultat d’Algébre pure qui n’ait une application dans une
autre partie des mathématiques, et on a veillé 4 ce que les étudiants s’en rendent compte dans
toute la mesure du possible. Pour le premier volume, consacré a I’Algebre linéaire et multi-
linéaire, cela ne posait pas de probléme, car il s’agit [ de ce que I’on peut appeler le « pain
quotidien » de four mathématicien, qu’il s’occupe d’Arithmétique, d’Analyse fonctionnelle,
de Géométrie différentielle, de Topologie algébrique ou de Mécanique quantique.

Les deux autres volumes sont divisés en trois chapitres, dont deux, consacrés respective-
ment & la Théorie des groupes et a la Théorie des nombres algébriques, sont déja essentielle-
ment des chapitres d’applications de ’Algébre. Le troisiéme, qui traite des parties élémentai-
res de I’Algébre commutative, a pour domaines principaux d’applications la Théorie des
nombres et la Géométrie algébrique. Le niveau plus élevé de cette derniére n’a pas permis
d’en inclure une partie appréciable dans le texte ni dans les exercices ; mais on a essay€ de
signaler & quoi correspondent « géométriquement » de nombreuses notions purement algé-
briques de cette théorie, lorsque cela n’exigeait pas 'introduction d’un trop grand nombre de
notions nouvelles.

J. DIEUDONNE
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AVANT-PROPOS

L’Analyse complexe étudie les fonctions holomorphes d’une ou plusieurs varia-
bles complexes localement ou globalement, ainsi que d’autres notions connexes.
Localement, c’est-a-dire au voisinage d’un point de C* (n€N*), ces fonctions sont
des sommes de séries entiéres convergentes ; globalement, méme s’il s’agit de fonc-
tions sur un ouvert de C, des procédés de topologie algébrique ou différentielle
doivent étre utilisés. On se propose d’introduire, pour une variable complexe des
méthodes et des résultats généralisables, moyennant une plus grande élaboration,
pour plusieurs variables ; deux courts chapitres sur les fonctions de plusieurs varia-
bles comprennent I'un, aprés des généralisations faciles, apparition de phénomenes
spécifiques, I’autre, une étude locale préliminaire indispensable au développement
ultérieur de la théorie.

Les fonctions holomorphes d’une variable complexe z sont définies comme les
fonctions différentiables au sens complexe ou encore comme les fonctions diffé-
rentiables de deux variables réelles (les parties réelle et imaginaire de z), satis-
faisant a 1a condition de Cauchy—Riemann df/dz=0. L’exposé est basé sur I’analyse
des fonctions différentiables de deux variables réelles et emploie les notions de
fonction indéfiniment différentiable 4 support compact et de partition de 'unité ;
les formes différentielles de degré 0, 1, 2 seront définies et la formule de Stokes
pour les chaines différentiables établie. La formule de Cauchy non homogeéne (for-
mule C) sera obtenue 4 partir de la formule de Stokes : c’est la formule intégrale,
pour les fonctions continliment différentiables, relative au noyau de Cauchy. Il en
résulte deux types de propriétés selon qu’elle est appliquée 4 une fonction holomorphe
ou a une fonction différentiable a support compact :

1. Développement d’une fonction holomorphe en série de Taylor dans un disque,
en série de Laurent dans un disque privé de son centre, d’ou1 le principe du prolonge-
ment analytique ; formule de la moyenne qui permet, par ailleurs, de caractériser
les fonctions harmoniques, intimement liées aux fonctions holomorphes ; prin-
cipe’ du maximum et lemme de Schwarz. Le développement de Laurent permet
Pétude des points singuliers isolés ; le théoréme des résidus, déduit de la formule
de Stokes, généralise l1a formule de Cauchy et a de nombreuses applications.



2 AVANT-PROPOS

2. La formule C fournit la base de I’étude topologique de 'espace O(D) des
fonctions holomorphes sur un ouvert D de C ; le théoréme de la représentation
conforme d’un domaine simplement connexe est démontré 4 partir d’une propriété
de 0 (D) et du lemme de Schwarz par l'intermédiaire des automorphismes du disque.

La formule C permet de résoudre, en u, I’équation (du/0zZ)=g, ou g est une fonc-
tion continiment différentiable, d’abord pour g & support compact, puis par un
procédé d’approximation des fonctions holomorphes, dans le disque ouvert et plus
généralement, moyennant le théoréme d’approximation de Runge, dans un ouvert
de C, d’ol les théorémes de Mittag—Leffler et de Weierstrass dans D qui montrent
I'existence de fonctions méromorphes a singularités données.

La notion de surface de Riemann, i.e. de variété analytique complexe de dimension
un, est utilisée dés le chapitre 2 dans le cas particulier de la droite projective com-
plexe ou sphére de Riemann ; elle est systématiquement étudiée dans les chapitres 5
et 6. Le chapitre 5 concerne principalement le prolongement analytique d’un
germe de fonction holomorphe sur une surface de Riemann ; cela nécessite I'em-
ploi des arcs continus, de 'homotopie, des faisceaux et des revétements. Le chapitre
6 groupe, outre quelques résultats sur les surfaces de Riemann quelconques, plu-
sieurs théorémes fondamentaux sur les surfaces de Riemann compactes déduits
d’un théoréme de finitude de cohomologie, en suivant, pour 'essentiel, un plan di
a J.-P. Serre.

Le chapitre 7 étend facilement des propriétés des fonctions holomorphes 4 un
ouvert de C" et a une variété analytique complexe, puis met en évidence le phé-
noméne de Hartogs pour n=2 sur lextension des fonctions holomorphes a cer-
tains ensembles d’intérieur non vide. Le chapitre 8 contient les résultats locaux
sur les fonctions holomorphes et les ensembles analytiques complexes indispensables
a lanalyse complexe globale a plusieurs variables.

Les variétés différentielles, I'algébre extérieure, les formes différentielles de degré
quelconque et leur intégration sur des chaines différentiables sont décrites sommaire-
ment dans ’Appendice.

Les chapitres 1 a4 3, éventuellement 4, constituent un enseignement de licence ;
les chapitres suivants peuvent fournir la matiére d’options d’Analyse complexe en
maitrise.

Sont utilisées sans référence des notions élémentaires de topologie générale dans
R” ou dans un espace métrique ; le théoréme d’Ascoli intervient dans la démonstra-
tion de 2.2 du chapitre 3 ; les propriétés utilisées des fonctions C= a support
compact sont établies dans le livre de P. Malliavin de la méme collection en 3.2.0

et 3.4.2.



AVANT-PROPOS 3

Parmi les nombreux ouvrages publiés sur ’Analyse complexe, plusieurs ont été
largement utilisés dans cette rédaction, c’est le cas, notamment, de ceux de L. Hor-
mander [8], H. Cartan [3] et O. Forster [4] ; des références plus précises sont in-
diquées dans la bibliographie.

Des notes polycopiées de licence de J. ComBES, R.-M. HERVE et H. SKODA ont
aussi été utilisées ; la mise au point du texte final et la correction des épreuves
ont été faites avec Yaide de S. DOLBEAULT-LEMOINE.
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1 FONCTIONS HOLOMORPHES ;
THEOREMES DE CAUCHY

Les fonctions holomorphes sur un ouvert D de C sont les fonctions différentiables
au sens complexe en tout point de D ; elles sont caractérisées a I'aide d'opérateurs
différentiels particuliers 9/0z, d”, d’ol leurs propriétés élémentaires ; une premiére
étude de la fonction logarithme complexe est alors possible. L’intégration des formes
différentielles est essentielle pour la suite : les formes différentielles de degré 1 et 2
sur un ouvert de € sont définies, ainsi que les ensembles sur lesquels on les intégre
(chaines différentiables) et la formule fondamentale de Stokes est établie ; la notion
de 1-forme différentielle fermée est ensuite généralisée. Le théoréme de Cauchy
s’énonce alors : f holomorphe dans D entraine : fdz est fermée dans D. La notion topo-
logique d’indice d’un cycle par rapport a un point est introduite dans le cas différen-
tiable ; compte tenu de la formule de Stokes, on obtient une formule intégrale de
Cauchy homologique non homogéne assez générale ; la solution de I’équation d”g=w
s’en déduit pour une donnée 3 support compact. L'intégrale d’une 1-forme différen-
tielle continue fermée sur des arcs continus est définie, d’ou la formule intégrale
de Cauchy homotopique, conséquence du théoréme de Cauchy. Les notions de
variété différentielle de dimensions 1 et 2 et celle de surface de Riemann sont intro-
duites en vue d’études ultérieures : le cas particulier de la sphére de Riemann sera
employé dés le chapitre 2 ; les surfaces de Riemann étalées seront utilisées implicite-
ment au chapitre 2, localement au chapitre 3, puis, en général au chapitre 5, enfin
les surfaces de Riemann ouvertes ou compactes seront étudiées au chapitre 6.

1. Fonctions holomorphes

On désigne par z un élément du corps des complexes C ; on pose z=x+1iy,
x€R, y€R et on identifie C a R? par I'isomorphisme de R-espaces vectoriels :
C—R2
z—>(x, y) L’ensemble C sera muni de la topologie définie par la norme z—|z|=
=(x2+y?)2 compatible avec la structure de corps et de R-espace vectoriel de C.

On considérera des fonctions définies sur un ouvert D de C a valeurs dans C ou
plus généralement dans un espace de Banach complexe.



6 FONCTIONS HOLOMORPHES ; THEOREMES DE CAUCHY
1.1. Fonctions C-différentiables en un point

1.1.1. Une fonction f : D—~C est dite C-différentiable en z,¢D s’il existe une
forme C-linéaire f’(z,) sur C telle que

(1.1 |f(2)~f(20) —f " (z)(z2— 20)| = 0(2—20)

ou o(z—z,) estnégligeable par rapport & |z—z,| c’est-a-dire telle que
quand z—z,—~0. La forme C-linéaire f7(z,) est appelée la dérivée de f au sens com-

plexe en z,.

1.1.2. f'(z,) définit une application R-linéaire f'(z,) pour la structure réelle de C a
valeurs dans R? telle que

f/(zo) ((x —Xp), (¥ ”J’o)) = f(24)(z— z,)

qui satisfait a :

(1.2) |f(Z) —f(z0)—f"(20) ((x —xo)s (J"‘YO))| = 0(z—zy),
autrement dit f est différentiable en z, pour la structure réelle de C ; en outre les
J . 0
dérivées partielles de f par rapport a x et y satisfont a : d_f (zo)=f"(zy) ; _3£ (zo)=
x v

=if'(z,) : elles sont donc liées par la relation

(13 L) =i ().

Réciproquement, si f est différentiable en z, et si ses dérivées partielles par rap-
port & x et & y satisfont & (1.3), alors, d’aprés la définition de la différentiabilité en
Zy, 1a forme C-linéaire

(z—2zp) —f'(2))(z2— 2,)
of

n 0

avec j"(zo)za—(zo):—in(zo) satisfait a (1.1), i.e. f est C-différentiable en z,.
X oy

La condition (1.3) est appelée la condition de Cauchy ou de Cauchy—Riemann.

1.1.3. La fonction f : D-~C s’écrit f=P+iQ ou P et Q sont des fonctions a

. oP . 00 0P 00 | .
valeurs réelles, alors la condition de Cauchy ——+4i—=—i —+—— s’écrit,
O0x dox dy Oy

en égalant les parties réelles et imaginaires respectivement

or _ 20

ox Oy
(1.4)

00 0P

ox 9y
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0
1.2. Les opératears —, —, d’,d”

dz° 0z’

On va retrouver et interpréter la condition de Cauchy d’une autre fagon.
1.2.1. Pour toute fonction f : D-C différentiable au point z;, on a :
f dy.
oy

Les fonctions z=x-+iy et Z=x—iy sont différentiables en tout point de C et

(1.5) &= ‘9f —dx+ o

1 .
dz=dx+idy ; dz=dx—idy, dou : dx:E(dz+dZ) ; dy=é(d2~dz) ; alors

)
df—-——f(d +d‘)+%a—f(d2—dz).
On définit les d teurs différentiels —— et - p 3—1[81'3]'
n définit les deux opérateurs différentiels 5 e 82 g_—i =)
3—1[‘9 1-2) ; alors (15) sierit
%2 E—HE;] ; alors (1. écri
(1.6) of =L+ L a
Si fest C-différentiable en z,, d’aprés (1.1), on a : df=f"(z,) dz, d’ou
0
(L7) Y @) =
et
(1) T (z) =0,

0
La relation (1.7) exprime que, si f est C-différentiable en z,, e est la dérivation
z
complexe ; la relation (1.8) est la condition de Cauchy (1.3).
0
Dans le cas ou fest seulement différentiable (au sens réel), > (resp. ?] n’est
zZ zZ

pas la dérivation partielle par rapport a la variable complexe z (resp. Z).

J 0
1.2.2. On pose d'f:EZ dz et d” :a—{ dz ; les conditions (1.7) et (1.8) peuvent
z z

s’énoncer comme suit :

1.2.3. Proposition. — Soeit f: D—~C une fonction R-différentiable en un point z,
de D ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) fest C-différentiable en z, ;
(i) en zp, ona : d'f=df;
(iii) enzy,ona:d’f=0. O
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1.3, Fonction holomorphe sur un ouvert de C

1.3.1. Soit D un ouvert de C, on dit que la fonction f : D—C est holomoiphe dans
D si elle est C-différentiable en tout point de D.

1.3.2. Proposition. — Soit f : D—C ; alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) f est holomorphe dans D ;
(ii) df=d’f sur D ;
(iii) d”f=0 sur D.

DEMONSTRATION. — Résulte immédiatement de 1.2.3 appliquée en tout point de D. [J

1.3.3. Exemple de fonction holomorphe sur un ouvert de C

Toute série entiére convergente au voisinage de 0 dans C est holomorphe dans
son disque de convergence : sa dérivée au sens complexe est obtenue par dérivation

terme a terme.
n

. , . z
Exemple de série convergente : la série ), — est convergente dans C, on la
neN H!

note exp z=e" ; on l'appelle I"exponentielle complexe ; elle est égale a sa dérivée ;
cette propriété et la condition que sa valeur en 0 est 1 la caractérisent.

1.3.4. On appelle primitive d'une fonction f holomorphe sur un ouvert D de C toute
fonction holomorphe Fsur D dont la dérivée au sens complexe est égale & f. Exemple :
e’4+¢ ou c€C est une primitive de €7,

1.4. Propriétés élémentaires de ’ensemble des fonctions holomorphes dans D

1.4.1. Proposition. — L’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert D de
C est une C-algébre unitaire qu’on notera O (D).

1.4.2. Proposition. — Si f est une fonction holomorphe, sans zéro sur D, alors
1

— est holomorphe sur D.

1.4.3. Proposition. — Si f est holomorphe sur D et si g est holomorphe sur un
ouvert D’ de C contenant f(D), alors gof est holomorphe sur D.

Les trois propositions résultent immédiatement des propriétés correspondantes et
connues des fonctions dérivables au sens complexe. [

1.4.4. Proposition. — Si D est un ouvert connexe de C et f une fonction holo-
morphe : D—C, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est constante sur D ;

@ii) f/=0 sur D,
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DEMONSTRATION., —
()=(ii) : évident ;
(i)=() : f étant C-différentiable, on a, pour tout point z,cD,

1@ =L ) -5 (Leo-i @) = L) =—id @y =0

d’aprés la condition de Cauchy. En particulier les dérivées partielles de f par rap-
port & x et & y sont continues et nulles sur D, donc f est R-différentiable sur D et
sa R-dérivée est nulle, alors, (conséquence du théoréme des accroissements finis) f
est constante. [J

1.4.5. Proposition. — Soit f : D—~C une fonction holomorphe sur un ouvert con-
nexe de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est constante sur D ;
(i) P=Ref est constante sur D ;
(iiiy Q=Smf est constante sur D ;
(iv) |f| est constante sur D ;
(V) f est holomorphe sur D.

oP
DEMONSTRATION, — f étant  holomorphe, on a, f’(z)_ f (z)—— (x, )+
Ox
. 00 20 - .
+i—(x,y) ; D<f(2)=0—-—=0=——; d’aprés la condition de Cauchy
Ox ox 0x
00 opP . <, g
5y =0= M ce qui équivaut a (ci-dessus, preuve de 1.4.4) : les dérivées au sens
y y

réel de P et Q sont nulles donc P et Q sont constantes ; cela équivaut a (iv) car
| fI2=P2+ Q2 Enfin si f et f sont holomorphes, d’aprés la condition de Cauchy
pour f et pour f, les 4 dérivées partielles de P et Q sont nulles donc ()<(v). O

1.4.6. Remarque. — Si fC¢O(D), f est dite antiholomorphe sur D.

1.5. La fonction log z

1.5.1. Propriétés de la fonction exponentielle exp w
(a) additivité : pour tout couple (wy, wy)€C? ona :
exp (wy+w,) = exp wy - eXp W,.
DEMONSTRATION. — f(w)=e*t"2¢e™™ a pour dérivée e""¥ze™" —e¥ ™™ =(,
donc est égale 4 la constante f(0)=e" ; donc e ™ e ¥ =¢™., [
(b) périodicité : expw est périodique, de période 2ri.
DEMONSTRATION — w x+iy (x, »)ER? ; d’aprés (a), e”=e"- €Y ; en outre, €¥=

o =3 2q+1
. oy -
=3 1”——-— Z e D car la série expw est absolument
n=0

p=0 (2 L= Qg+
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convergente ; mais le dernier membre est égal a

oo 2p oo 2q+1
J

pZO(_ l)p (2[7)' +l Z ( l)q (2q+1)'

donc eV est périodique de période 2w et ” est périodique, de période 2in. [

= cosy+isiny,

) . L expw , . ,
(c) Pour y réel |€”|=1 ; |lexpw|=e" ; e¥= ; Uexponentielle ne s’ annule
lexp w|
pas dans C.
DEMONSTRATION. —

€] = |cos y+isin y| = (cos? y+sin2 p)/2 =1. 3

1.5.2. Détermination continue de I'argument

Soient 2 un ouvert de C* et 0 : Q—+R une fonction continue. On dit que 6
est une détermination continue de I'argument sur Q si, pour tout weQ, 8(w) est un
. . w
argument de w, 1.e. exp z(?(w):ﬁ.
w
Deux déterminations continues de I’argument définies sur un ouvert connexe dif-
férent d’un multiple entier de 2.

1.5.3. Proposition et définition. — Soit Q=C\R_ ; Papplication Q—~)—=z, 7| dé-
finie par w~—0(w) est continue ; on Uappelle détermination principale de Pargu-
ment et on la note Argw.

DEMONSTRATION, —
pourx = Zew >0, ona : 8(w) = Arcsinfm% ;
pour y = fmw => 0, 8(w) = Arccos %e[—:tl— ;
poury = fmw < 0, 8(w) = — Arccos ge—lg—l—' a
1.5.4. Pour z¢C*, on appelle logarithme de z tout nombre complexe logz=w
z
tel que expw=z=|z| -ﬁz exp (log |z]) - exp i0(z) = exp (log |z] +i6(z)), donc,
z

compte tenu de la périodicité de I'exponentielle, w=log |z|+i0(z) (mod 2ix).

On appelle détermination continue de la fonction logarithme sur un ouvert Qc C*,
toute application continue / : Q-~C telle que, pour tout z€Q, on ait exp (/(z))=z.
D’aprés ce qui précéde, toute détermination continue du logarithme sur Q est la
fonction

z > log|z|+i0(2)

ol 8 est une détermination continue de 'argument sur Q.
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Deux déterminations continues du logarithme sur un ouvert connexe différent
d’un multiple entier de 2ni.

On appelle détermination principale du logarithme sur 'ouvert C\R_ la fonction
Log z=log |z| +i Arg z.

Remarquons qu'un ouvert de C* sur lequel est définic une détermination con-
tinue de Pargument ou du logarithme n’est pas quelconque ; par exemple C* n’est
pas un tel ouvert. De tels ouverts sont définis au n® 5.

1.5.5. Proposition. — Soit Q un ouvert connexe de C* et soit I une fonction con-
tinue : Q—~C, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I(z) est une détermination continue du logarithme dans Q, a Paddition prés
d’une constante ;

1
(ii) I(z) est une primitive de — dans Q.

z
DEMONSTRATION. — (i)=(ii) : on a exp (logz)=z et, pour z, z,6Q, si I est une
détermination continue du logarithme, on a :
I(z)=l(z)) _ I(z)—1(z,)
z—2z, exp (/(z))—exp (I(zy))

Quand z--z,, Iétant continue, /(z)—~I/(z,) et le second membre tend vers I'inverse de
la dérivée de I’exponentielle au point /(z,), i.e.

1 1

Iz) = exp(I(z)) 20

1
(ii)=(@) : Soit F une primitive de — dans Q. Dans Q, on a,
z

(Lo F(z))/ = [~z +1 F@)ewr@ =0

1
donc, comme conséquence de 1.4.4, —exp F(z)=ccC* ; soit y un logarithme
z

de c, alors exp (F—y)=z dans Q. Donc F—y est une détermination continue du
logarithme. O

1.5.6. Toute détermination continue de log z est holomorphe.

1.5.7. Proposition. — Pour |z|<1, la détermination principale du logarithme de
(1+2) posséde le développement en série entiére

o o
Log(l+z) = ) ———232".
r=1 p
DEMONSTRATION. — Par intégration terme a terme du développement en série en-

tiére de la dérivée de Log (1+2z), compte tenu de Log1=0. [

V4
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1.6. Fonctions déduites de exp z et de log z

1.6.1. Sur un ouvert Q de C* et pour «¢C, on appelle détermination continue de z*
toute application continue g : Q@—C telle que, pour tout z€Q, il existe un loga-
rithme { de z satisfaisant 4 : g(z)=¢%.

Si a€Z, z* est la puissance «-iéme de z ; si / est une détermination continue de
la fonction log, alors g, : z—>exp (ocl(z)) en est une de z* sur Q ; c’est ce type de
détermination gui sera généralement utilisé.

1.6.2. Les propriétés suivantes s’établissent aisément :
Dans Q, g, est holomorphe et a pour dérivée az~1g,.
Si a, BeC, alors g,-83=8,+;-
Pour z, z,€ 2, g,(z,2,) n’est pas nécessairement égal a g,(z,)-g,(z2)-

L1.6.3. Sur l'ouvert Q=C\R_, on appelle détermination principale de z* la fonction
z—exp [« Log z].

De méme, la détermination principale, sur |z|<1, de la fonction (1+42)* sera
af@—1)...(a—n+1) .

n!

Plus généralement, si f: Q—~C est une fonction holomorphe sur 'ouvert Q
de C, on appellera détermination principale de la fonction log f(z), resp. [ f(2)]*
la fonction Logf(z), resp. exp [« Logf(z)] définie sur I'ouvert

Q =\ {z€Q ; Smf(z) =0, Ref(z) < 0}.

expla Log(1+2)]=1+4oaz+...+

2. Formes différentielles de degré 1 et 2, chaines différentiables de
dimension 0, 1 et 2 ; formule de Stokes

2.1. Différentielle en un point

Soit D un ouvert de R? et x un point de D. On va reprendre et préciser la notion
de différentielle en x.

Soit %, I’ensemble des fonctions a valeurs complexes définies au voisinage de x
dans D et dérivables en x, i.e. pour toute f€&,, il existe un voisinage ¥V de x sur
lequel f est définie et f est dérivable en x.

Soient f, gc%,, alors f et g sont définies toutes deux sur un voisinage V de x.
On considére, sur %, la relation £ définie comme suit : f, g€ %, fRg signifie : f
et g ont méme dérivée en x ; Z est une relation d’équivalence. L’ensemble &, est
un C-espace vectoriel pour I'addition des fonctions et la multiplication par les
complexes et la relation # est compatible avec les deux lois de composition, donc
F.JR est un C-espace vectoriel. On désigne par f'(x) la dérivée de f€Z, au point
x ; f[(x)eZ(R?; C). Considérons I'application

0% : ZJR ~ L[R2 ; C) =~ C?
classe de ff'(x).
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6% est une application C-linéaire injective. Soient (x;, x,) les coordonnées dans
R2, f(x) est ’application linéaire
f

v (s, b Y ezr; 0,

(hys Be) —f(x)(hy, hy) = ox;

(x) h +

. o 2
ie. la multiplication par la constante complexe —i(x). En particulier,

ox
x}(x)(hy, ho)=h;, alors

J
rw=2

@ xi(x)+7%(x) %) ;

x;(x), x,(x) engendrent Z(R?; C) car elles sont linéairement indépendantes, et
0% est surjective. 8% est un C-isomorphisme d’espaces vectoriels. T)=% /% est
appelé I'espace cotangent complexe 3 D en x ; les éléments de T." sont appelés les
différentielles en x ; on désigne par d, f la classe de f'dans T.* et on I'appelle la dif-
férentielle de fen x ; en outre

d, f = (0f10x1)(x) dx X1+ (0f]0x,) (x) di X5 5

de plus, tout élément de TF s’écrit w=2; dx;+ 4, dx, avec 4;, 4,¢C et en posant
dx;=d, x;, j=1,2,

2.2. Formes différentielles de degré 1

On considére I'ensemble suivant 7*(D)= | J T.*, réunion disjointe des T.}, x€D
et Iapplication projection e
n=mn,:T*(D)~D
d, f—x.

Pour tout ouvert U de D, soit ¢ : U—~T*(D) une application telle que mop=idy,
alors @(x)=a,(x) dx,+a,(x) dx,, ol a; est une application U—C, est appelée
une forme différentielle de degré 1 (ou 1-forme différentielle) sur U.

On dira que ¢ est (de classe) C si les fonctions a; sont de classe C'.

En particulier, si fest une fonction de classe C"+* sur U, x+—d, f=(9f/0x,)(x) dx,+
+(0f/0xy)(x) dx, est une 1-forme C notée df.

2.3. D’aprés le n°1, si f est une fonction C* sur un ouvert U de C, alors
df=(9f/9z) dz+(9f/9z) dz et toute 1-forme différentielle ¢ s’écrit ¢ =b(z) dz+c(2) dz.

Si b est une fonction holomorphe et si ¢=0, alors @=b(z) dz est appelée une
1-forme différentielle holomorphe.



14 FONCTIONS HOLOMORPHES ; THEOREMES DE CAUCHY
2.4. Formes différentielles de degré 2
2.4.1. Algébre extérieure d’un espace vectoriel de dimension 2

Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps K avec K=R ou C ; on
définit (voir Appendice) un K-espace vectoriel A2E dont les éléments sont les sommes
finies d’éléments xAy, ou x, ycE, le symbole A possédant les propriétés sui-
vantes, pour Xx,y, Xy, X,€E, AeK

(i) xAy =-—yAx (anticommutativité)
(i) (xi+x)Ay = x;Ay+x,Ay (distributivité par rapport a 1’addition)
(i) (Ax)Ay = A(xAy).

En particulier, si (e;, €;) est une base de E, alors e;Ae, est une base de A2E.
A%E est un K-espace vectoriel de dimension 1 appelé puissance extérieure seconde
de E ; A est appelé produit extérieur.

Plus généralement, pour E de dimension quelconque finie, on définit la puissance
extérieure p-iéme APE de E, espace vectoriel engendré par xA...Ax, pour x;€E,
Jj=1, ..., p, N satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iii). A cause de (i), on voit que
si E est de dimension 2, APE=0 pour p=3 ; en particulier, pour x;, X,, X;€E,
on a x;Ax;Ax;=0. Posons A°E=K, A'E=F, la somme directe A*E= ¢ APE

p=0
est une K-algébre dont la multiplication est définie par A. Dans le cas ot dimg E=2,
ona AE=KQE®DA2E ; A’E est lalgébre extérieure de E.

2.4.2, Comme en 2.1, soient D un ouvert de R?et xéD ; alors T est un C-espace
vectoriel de dimension 2 ayant la base (dx;,dx,) ; si D est un ouvert de C de
coordonnée z=x,+ix,, (dz, dZ) est une base de T} ; alors dx;Adx, est une base
de AT} et, dans le deuxieéme cas, dzAdZ en est aussi une base ; en outre dzAdz=
= —2idx;Adx,.

On pose A*T*(D)= |J A*T}-—=-D, ou |J estla réunion disjointe et = la pro-
x¢D xeD
jection A d, x,Ad, x,—x. Soit U un ouvertde D ; toute application @ : U~ A2T*(D)

telle que mow=idy est appelée une 2-forme différentielle (ou forme différentielle de
degré 2) sur U ; alors w(x)=f(x)dx;Adx, ou f: U—~C est une fonction.

On dira que o est (de classe) C” si fest de classe C". On désigne par &(U) 'anneau
des fonctions C! sur U, par 7(U) le &(U)-module des p-formes .différentielles
C! sur U (o0 C™ sur U suivant le contexte).

La définition et les propriétés données de l'algébre extérieure s’étendent aux
K-modules lorsque K est un anneau commutatif unitaire. En particulier &+(U)=
=E(U)DE(U)DEX(U) est une &(U)-algebre.

On appelle support d’une forme différentielle «w sur un ouvert U de R? le com-
plémentaire du plus grand ouvert sur lequel @ est nulle : c’est un fermé noté spt w.
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2.5. Image réciproque par une application différentiable ; différentiation extéricure ;
intégrale d’une 2-forme

2.5.1. Soient 4 un ouvert de R2 ou de R, et y : A—D une application C. Si
o, f€6'(D) ; op=a,dx,+a,dx, ; o=fdx;Adx,, on pose

wf=fop; weo=pradpx)+utadEx); pro =" fd@x)AdErx,).

Pour ¢cé&(D), ona : sptu*e=pu"'(sptp). Dans le cas ou u est propre (i.c.
telle que I'image réciproque de tout compact soit un compact), si @€&+(D) est a
support compact, il en est de méme de u*o.

La forme u* ¢ est appelée Vimage réciproque de ¢ par p.

2.5.2. Différentiation extérieure

Soient f une fonction C? sur un ouvert D de R?, la différentielle de f est
df = (9f]0x1) dx; +(8f]0x,) dx,.

Pour ¢@=a,dx,+a,dx,€8'(D) et w=fdx;Adx,c8%(D), la différentielle exté-
rieure de @ est, par définition :

da, 0a,

Ox,  Oxy

dp = da,Adx; +da,Adx, = [ ]dxl/\dx2 ;

celle de w est
dow = dfAdx,Adx, = 0.

On vérifie immédiatement les propriétés suivantes : pour «, f€&+(D), on a :

2.1 d(a+p) = da+dp

2.2) d(@Ap) = deAf+(—1)PaAdf si o est de degré p;
(2.3) d?q = ddo =0, si a est C?,

2.4) sptde C spta.

En outre, pour toute application p : A—-D de classe C, on a :
2.5) du* = p*d;

il suffit de vérifier (2.5) sur f€&(D) et pour 4 ouvert de R muni de la coordonnée ¢

1A =f (@) ; dp'f()) = d(fu(1) =
= ()0x) (1 (1)) d (1 x1) + (@ff0x5) (u(0)) d (¥ xp) = p* df(2).

D’aprés les propriétés (2.1), (2.2), d est un endomorphisme C-linéaire du C-espace
vectoriel des formes différentielles C= sur D.

On dit qu’une forme (différentielle) ¢, C', est d-fermée (ou simplement fermée)
si dp=0, en particulier, si w=d«, on a dw=0, d’aprés (2.3).

Si D est un ouvert de C (de coordonnée z), on définit, de méme, dans les notations
de 1.2, &’=(0/9z) dz, d"=(9/0Z) dZ ; pour une fonction £, d’'f et d”f ont déja été
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considérés (1.2) ; pour ¢ de degré 1, on a :
@ =bdz+cdz; alors d"p = d’bAdz+d’cAdZ = (0c/0z)dzAdZ
d”¢ = d”bAdz+d"cAdz = —(0b/dz) dzAd5.

Les propriétés (2.1) & (2.4) sont valides pour d” ou d” au lieu de d. Si 4 est un
ouvert de C et u une fonction holomorphe : A—~D, on a :

(2.6) d”u* = p*d”.
On dit que ¢ est d”-fermée si d” ¢ =0.

2.5.3. Intégrale d’une forme de degré 2 sur D

Soit w une 2-forme C° & support compact dans D, alors w=fdx;Adx, ; par
définition, I'intégrale de w sur D est

2.7 f o= f , /() dx; dx,

ou dx, dx, est la mesure de Lebesgue de R2.

La définition des formes différentielles de 2.2 et de 2.4.2 est valide lorsque les
coefficients a,, a, dans le premier cas, f dans le second sont des fonctions intégrables
sur U ; on dira alors que les formes différentielles sont intégrables. La définition
(2.7) ci-dessus est valide pour une 2-forme w intégrable.

2.5.4. Théoréme. — Si ¢ est une 1-forme différentielle C sur D, & support com-
pact, alors [, dp=0.

DEMONSTRATION., —
¢ = adx;+a,dx, ; fDd(P = fD (0a,/0x,) dx; dxz_fb(aal/axz)dxl dx, ;
mais

[, @aefox) dvydx, = [T [T @ayjoxy) dx; dx, =

= fi—: [./.:L: (aa2/3x1)dx1] dxz =0,
car
fi: (8a2/axl) dxl = [a2(' E x2)]i-: = 03

a, étant & support compact dans D, donc aussi dans R2
Méme raisonnement pour [, (9a,/0x;) dx; dx,. O

2.6. Chaines différentiables

Soit D un ouvert de R2.
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2.6.1. Chaines de dimension 0

On appelle O-chaine (ou chaine de dimension 0) de D, toute combinaison linéaire
finie, & coefficients dans A=Z, R ou C de points de D : ZJ n;a; ou J est un
ensemble fini, n;€A4, a; est un point de D. .

Cette définition s’étend aux combinaisons linéaires localement finies de points
d’un ensemble discret de D.

Les O-chaines constituent un groupe commutatif et méme un module sur Z, R

ou C, 'addition étant définie par I'addition des coefficients.

2.6.2. Chaines de dimension 1

On appelle arc élémentaire différentiable tout couple y=(I, F) ou I est inter-
valle fermé [0, 1] de R, ou, plus généralement, un intervalle fermé [«, ] de R,
a#f, avec la coordonnée ¢, orienté dans le sens des £ croissants et F une application
C! propre d’un intervalle ouvert de R contenant I dans D.

On appelle bord de I'la O-chaine {1}—{0} de R ; a=F(0) l'origine dey ; b=F(1)
lextrémité de y et by=b—a le bord de .

On dit que deux arcs élémentaires Y :(;, I’) et 8=, G) sont liés par la relation
Z s’il existe un diffeomorphisme ¢ d’un voisinage de I dans lui-méme, sur lequel
F et G sont définis, tel que ¢(0)=0, ¢(1)=1 et F=Go¢ ; on remarque que |/
est une application strictement croissante de I sur I. La relation % est une relation
d’équivalence dans I’ensemble des arcs élémentaires et toute classe d’équivalence
pour # sera appelée une 1-chaine élémentaire. On appellera bord de la 1-chaine
¢élémentaire y le bord b—a de tout représentant de 7.

On appelle 1-chaine différentiable entiére (resp. réelle, complexe) toute combinaison
lindaire y= ZJ n;y; de l-chaines différentiables élémentaires y; a coefficients »;

J€

dans Z, R ou C. L’ensemble des 1-chaines est un module sur Z, R ou C. Par défini-
tion, le support de y est spty= {J F;(I), avec v;=(I,F;) ; l'ensemble J étant
jeT

fini, spty est compact.

Noter que, pour tout y de représentant (I, F), F définit, quand ¢ croit de 0 a 1,
un sens de parcours de spty qu’on appelle une orientation de y.

On étend la définition des 1-chaines aux combinaisons linéaires ZJ n;y; ouJ

est un ensemble quelconque, mais telles que la famille (y;);¢; soit localement finie
i.e. satisfasse & la condition suivante : pour tout x¢D, il existe un voisinage ¥,
de x dans D tel que ¥,MNspty;=0 sauf pour un nombre fini d’indices j ; la 1-chaine
est alors dite Jocalement finie.
Les 1-chaines constituent un groupe commutatif.
Par définition le bord de y est by= ;, n;by;. Une l-chaine y de bord O est ap-
J

pelée un cycle ; on dit aussi que y est fermée.
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2.6.3. Intégrales sur une 1-chaine

Soit ¢ une 1-forme différentielle C° ou méme, seulement, localement intégrable ;
pour tout arc élémentaire y=(I, F), on pose [, o=[,F*¢ ; si 8=(I,G) est
un arc élémentaire équivalent a y, avec F=Go¢, on a : [1Fro={,0*G o=
=[0G *o=[,G*¢ ; [, ¢ ne dépend que de la 1-chaine élémentaire y dont y
est un représentant et se note f , @. Pour toute f€&(D) et toute 1-chaine élémentaire
y de bord by=b—a, on a :

@8) [ &= [ F df= [ dF f= [ d(fFW) =/ (FD)~F(FO) =/®)~f(@).

Si y= ) n;y; est une l-chaine, par définition
JjeJ

f'Y(p - 1;’ njf}’j e
Alors, pour f€&(D), on a fy df= _;Jnj(f(bj)ff(aj)) ou by;=b;—a;.
J

b

On appellera arc différentiable par morceaux toute 1-chaine y= ). y ; ol les y; sont
ji=0

des I-chaines élémentaires de bord by;=b;—a; telles que b;=a;.,, /=0, ...,p—1,

alors
p 14
by = 3 by;= Y (bj—a;) = b,—ay.
j=0 Jj=0

On pose b,=b, a,=a, spty est connexe, on dira que a est 'origine de y et b son
extrémité, ou encore que Varc y joint a a b.

Dans le cas b=a, y est un cycle & support connexe.

Dans les notations ci-dessus, si y est un arc différentiable par morceaux de bord
b—a, ona

J, & =fB)—f(a).

2.6.4. Chaines de dimension 2

On appelle compact & bord Z dans R? toute partie compacte connexe possédant
les propriétés suivantes : tout point x de Z a un voisinage ouvert ¥, dans Z homéo-
morphe 4 un ouvert W de R2 (type 1 de la figure ci-dessous), ou du demi-espace
A={(x1, x)ER? ; x;=0} (type 2) ou du quadrant Q={(x;, X,)€R? ; x,=0 ; x,=0}

X2
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(type 3) ; soit h : V,—~W I’homéomorphisme ; on suppose, en outre, dans les
deux derniers cas, qu 11 existe un ouvert ¥ de D ; un ouvert W’ de R? tels que

=V.NZ ; W=W’'N4 (resp. W/NQ) et un difféomorphisme 4’ : VW’ tel
que A'|V,=h. Z sera dit de classe C* si tous les difféomorphismes h, h—" sont de
classe C'. On appelle 2-chaine différentiable élémentaire de D tout couple (Z, F)
formé d’un compact 4 bord Z de R? et d’une application C' propre F dans D,
d’un voisinage ouvert de Z dans R2.

On dira que deux 2-chaines élémentaires (Z, F), (Z’, G) sont liées par la rela-
tion £ s’il existe un diffeomorphisme ¢ d’un voisinage de Z sur un voisinage de Z’
sur lesquels F et G sont définis respectivement, tel que ¢(Z)=2Z’, que le jacobien
de ¢ soit strictement positif en tout point et que F=Godg.

La relation # est une relation d’équivalence dans I'ensemble des 2-chaines élé-
mentaires ; on appellera désormais 2-chaine différentiable élémentaire de D toute
classe d’équivalence modulo Z.

Soit bZ =27 \Zo orienté de la fagon suivante : au voisinage d’un point du type 2,
Torientation est celle définie par "axe des x,, au voisinage d’un point du type 3,
elle est définie par I'orientation de I'axe des x,, puis par I'orientation opposée &
celle de P'axe des x;.

Soit I' une 2-chaine élémentaire ayant un représentant (Z, F), la classe de
(bZ, F) est une l-chaine différentiable fermée (ou 1-cycle) appelée bord de I' et
notée b,

On appelle 2-chaine différentiable de 1'ouvert D, toute combinaison linéaire T,
a coeflicients dans Z, R ou C de chaines élémentaires I, de représentants (Z;, F)) ;
=Y n;I;, J fini ; par définition, le bord de I' est bF Y. n;bI; ; on appelle

je ity i<
support de I' 'ensemble compact | ) F;(Z)).
jed

Comme pour la dimension 1, on considére aussi les 2-chaines localement finies

2.6.5. Intégration d’une 2-forme différentielle sur une 2-chaine

Soit (Z, F) un représentant d’une 2-chaine élémentaire I' ; pour toute 2-forme
différentielle w sur D, on appelle intégrale de @ sur (Z, F) I’expression f ,Ffo;
soit (Z’,G) un autre représentant, dans les notations de 2.6.4, on a F=Go¢

F=(F,F) : Z>D ; o=f(x1, X;) dx;\dx,
u = (uy, Up) = X = (X, X3)

[ F w—ff(F())—D—(Fl—’Fz—))dulduz;¢:Z—»Z’;G=(G1,G2):Z’~>D
15 U

ur—v = (v, 0,) V> X

D(Gn G,) D(vla y)
‘[ o _f f G o ( )) vy, Vg) D(uhuz)

D(Gla Gz)

du, du, =

_fqb(z) 2 G®) dudv, = [, G*o
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d’aprés la formule de changement de variables dans une intégrale double et parce
que le jacobien de ¢ est =0 ; f 2 F*o ne dépend donc que de la 2-chaine élé-
mentaire I' ; alors par définition, l'intégrale de w sur T est [ w= [, F*w. Pour
une 2-chaine différentiable I', on définit [ par linéarité.

2.7. Formule de Stokes

2.7.1. Soient D un ouvert de R? et (V;)zcp un recouvrement ouvert de D. Alors,
il existe une famille (Y¥,),c, de fonctions C? (p=1) positives, & supports
compacts telle que :
1) pour tout u€ A, il existe B¢ B avec spt ¥, CV;;
2) ()eca est localement finie, i.e. telle que tout point x¢D ait un voisinage ne

rencontrant qu’un nombre fini d’ensembles spt ¥, ;
3) la somme Ez; ¥,, finie en tout point x€D, est égale a 1 sur D.

4

On dit que (Y,),c 4 est une partition différentiable de ['unité subordonnée & (V;);cp

2.7.2. On utilisera aussi la variante suivante du n°2.7.1 : (V)¢ €tant un recouvre-
ment ouvert de 'ouvert D de R? il existe une famille (¥,),c, de fonctions C?
(p=1) positives, avec spty,C ¥, pour tout acA, localement finie, possédant la
propriété suivante : la somme ZA Y, est égale a 1 sur D. La famille (,),c, sera

appelée une partition dﬁérentiablz de l'unité subordonnée a (V))yc 4.

On remarque les différences suivantes avec 2.7.1 : le support de i, n’est pas
nécessairement compact, mais la famille (,) et le recouvrement (V) sont indexés
par le méme ensemble A4 et spty,C¥,. Le contexte montrera, sans ambiguité, celle
des deux notions qui sera utilisée.

2.7.3. Soient I'=(Z, F) un représentant d’une 2-chaine différentiable élémentaire
I’ pour laquelle Z et F sont de classe C! et ¢ une 1-forme différentielle de classe
C! sur D. Soit ¥ un voisinage de Z dans R? sur lequel F est définie. Soit (¥V;)scp
un recouvrement ouvert de ¥ tel que, pour tout V;NZ, il existe un difféomorphisme
hy de V;MNZ sur un ouvert de R?, d’un demi-espace, ou d’un quadrant. Soit (), 4
une partition différentiable de I'unité subordonnée & (¥}) ; alors EZA Y,=1. Pour

tout ac4, ona : spt(y,F*o)CV,
EZAd(me*w) = d((X ¥.) F*9) = dF*p = F*de.

[rdo=[,F"do= 3 [, a0.F'9)= T3 [,  dW.F).

Supposons que le compact a bord Z posséde la propriété suivante : tout point
du bord de Z a un voisinage ouvert difféomorphe 4 un ouvert d’'un demi-espace ;
ona:

d@W,F*p) = d(hz vy, F*
(2.9) f vz WF*9) = [ - (hg " (b F*9))
ou bien V;NbZ=0, alors le second membre de (2.9) est nul d’aprés le théoréme
2.5.4, ou bien V;NbZ=0 ; alors pour des coordonnées (x;, X,) convenables
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(voir 2.6.4) dans hy(V}), on a : hy V' (Y, F*@)=a, dx;+a, dx, et

[ draarre) = [ [T

hg(VgNZ)

—oo

da

—2 dx, dx, ;
X1

mais

o Oxy dx; = 4,(0, x,),

donc
+ oo
[y 8WaF0) = [ @ xdn=[, v.F,

Vg NbZ

d’oll, en sommant sur «€ A4,

frd(p - a; fv,,nbz Ve =beF*(p - fbrq)'

Le cas ol Z a des points ayant un voisinage difféomorphe a un quadrant se traite
de 1a méme fagon.
Pour une 1-chaine quelconque I', on a, de méme, par linéarité

(2.10) frdqo =fbr(p

c’est la formule de Stokes qui a exactement la méme forme que (2.8) pour ¢=f
de degré 0 ; (2.8) sera aussi appelée formule de Stokes.

2.8. Formes différentielles fermées

Soit D un ouvert de R2,

2.8.1. Si, pour tout couple (a,b) de points de D, il existe un arc différentiable
par morceaux joignant a et b, on dit que D est connexe par arcs différentiables par
morceaux.

2.8.2. Proposition. — Tout ouvert D de R? connexe est connexe par arcs diffé-
rentiables par morceaux.

DrfmMoNSTRATION. — Tout point x€D est centre d’'un disque ouvert U contenu
dans D. Tout point de U est joint a4 x par un segment de droite contenu dans U.
Soient a un point de D et E={y€D ; il existe un arc différentiable par morceaux
joignant @ & y} ; E est ouvert non vide d’aprés ce qui précéde. Soit z€E; tout
disque ouvert U contenu dans D, centré en z, rencontre E, il existe un segment de
droite joignant tout xcUNFE a z dans U, donc un arc différentiable par morceaux
joignant a a z, i.e. E est fermé ; D étant connexe, E=D. [

2.8.3. Soit w une 1-forme différentielle C° sur D ; une fonction F de classe C! sur
D est dite primitive de o si dF=wo.

2.8.4. Lemme de Poincaré. — Soit » une 1-forme différentielle C' dans un disque
ouvert D de R?, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

() do=0;

(i) © a une primitive F, C? dans D.
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DEMONSTRATION. — (11)=(1) : w=dF est de classe C! et do=ddF=0.

(1)=(i1) : Soient (x,y) les coordonnées dans R? ; supposons D centréen (x,, V) ;
pour tout point (x, y)€D, soit y un cycle de R? dont I'image I" est le bord du rec-
tangle, a cOtés paralléles aux axes, de sommets opposés (x4, Vo) et (x,¥). Soit
A intérieur du rectangle ; 4D et 4 est un compact a bord de R? ; A est orienté
par Porientation canonique de R? et y est orienté comme bord de 4 ; l'injection
canonique appliquée a 4 définit la 2-chaine différentiable § de bord b5=y. D’aprés
la formule de Stokes [, w=f,dw, (i) entraine

(2.11) ijzo;

On a y=y,—7y, ou vy, et y, sont deux arcs joignant (x,, o) a (x,y) ; (2.11) en-
traine

= = F . .
[ o= o=F&x
Posons w=Pdx+Qdy ; soit he R assez petit pour que (x+h,y)eD ; on a :

oF i F(x+h’y)_F(x7y) 1 1 x+h
o () = lim P = lim- [,

. 1 x+h
= tim [ P& ) e = PG, ),

oF
de méme : Q(x, y)=a—(x, y) ; Pet Qétant C, Fest C?’et dF=w. O
¥y

2.8.5. Corollaire. — Toute 1-forme différentielle C', d-fermée dans un ouvert D
de C admet une primitive localement, i.e. au voisinage de tout point de D.

DEMONSTRATION. — Tout point (x,, V) de D est centre d’un disque ouvert dans
lequel 2.8.4 est valide. [

2.8.6. Proposition. — Soit © une 1-forme différenticlle de classe C° sur un ouvert
connexe D de R2, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) o admet une primitive dans D ;

(ii) pour tout 1-cycle y de D, on a : fyw=0.

DiEMONSTRATION. — (1)=(ii)) : w=dF ou F est une fonction de classe C! sur D,
soit y un arc différentiable de D joignant o & f, alors fy dF=F(f)— F(a) (formule
de Stokes) ; si y est un l-cycle, pour tout a€spty, on a : fy dF=F(a)— F(a)=0.

(1ii)=(@1) : Soit zo=(x, yo)€D ; pour tout z=(x,y)¢D, d’aprés 2.8.2, il existe
un arc différentiable par morceaux o joignant zy & z ; soit w=Pdx+Qdy ; alors
F(z):f(, @ est indépendant du choix de § d’aprés (ii) ; de plus, pour heR assez

petit, F((x+h,»)—F((x, )= [3*" P((£, ) d¢, donc —Z—é((x, y)) existe et est

oF
égal 3 P(x,y) ; de méme :W((x, »)=0((x,y), donc dF=w. O
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2.8.7. Généralisation

Une 1-forme @ de classe C° sur un ouvert D de C est dite fermée si, au voisinage
de tout point z¢ D, il existe une fonction F, de classe C! telle que dF,=w.

2.8.8. Lemme. — Soit w une 1-forme différentielle C° sur un ouvert D de R?,
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) o est fermée ;

(ii) tout point z,c D est centre d’un disque U,, tel que, pour tout 1-cycle y de
D ayant pour image le bord I' d’un rectangle A a cotés pavalléles aux axes Ox,
Oy avec AC U, , on ait f, w=0.

DEMONSTRATION., — (i)=(i1): il existe une fonction F, telle que wzsz0 sur un
disque U,, centré en z,, contenu dans D ; alors f , w=0, d’aprées 2.8.6.

(i1)=>(1) : soit z=(x, y) un point de U., ; z et z, sont les sommets opposés d’un
rectangle 4 a cdtés paralléles aux axes et contenu dans UZO ; le bord I’ de 4 porte
deux arcs différentiables par morceaux y, et y, d’extrémités z, et z ; alors f 0=
=fyza):F(z) ; comme dans la preuve de 2.8.6, pour o=Pdx+Qdy on trouve
oF _p- oF .
ox W~Q'

3. Théoreme de Cauchy

3.1. Théoréme. — Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert D de C, alors
la forme différentielle f(z) dz est fermée dans D.

Par définition (1.3.1), f est C-différentiable en tout point de D. On va d’abord
démontrer la proposition suivante qui entraine 3.1 lorsque f est C.

3.1.1. Proposition. — Si f est une fonction C' sur un ouvert D de C, alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est holomorphe sur D ;

(b) f(2)dz est une 1-forme différentielle d-fermée sur D.

DEMONSTRATION. — w=f{(z) dz est de classe C! ;
do = d( fdz) = ((8f/dz) dz+ (3 /dz) dZ)A\dz = (3f/0Z) dz/\dz.
La condition de Cauchy (1.8) 9f/0z=0 sur D équivaut donc & dw=0 sur D.. [J

DemonsTRATION de 3.1. — D’aprés 2.8.8, il suffit de prouver que pour tout
I-cycle y, bord d’un rectangle 4 4 c6tés paraliéles aux axes Ox, Oy, tel que A<D,
ona f, fdz=0.

Soit 4 un tel rectangle, on subdivise chaque c6té en 2 parties égales KEN*, ce

qui détermine 4* rectangles homothétiques 3 A4, qu’un note 4% 5 jell, ..., 44 et
4k

tels que LJ_JA’J‘:A ; soit y% le bord de 4%, on a y= -21 ¥k
=
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4k
Posons fy,ff(z) dz=df ; alors [, f(z)dz=a= ) of.
J i=1

1
Soient A% I'un des rectangles 4% pour lequel {a’}lzﬁ la] 3 y®=b4® et C, le

centre de A% ; on suppose, ce qui est possible, les 4% emboités A*+VcA® ; 1a
suite (C,) est une suite de Cauchy ; elle converge vers z,( Ac D.
Par définition de la dérivée au sens complexe en z,, on a :

S(2) = f(z) +f(2)(z—zp) +0(z—2) ;
/ (@) dz = f(z)) / CERTMEN f o(z—z)dzt f w0z 2)dz.

Dans le second membre, les deux premiéres intégrales sont nulles et le module de
la troisiéme est o(1/4*) ; mais ]fy(mf(z) dZ]>(1/4k)|O(|, pour tout kE€N*, donc
a=0. [

3.1.2. Théoréme. — Soient D un ouvert de C, A une droite de C. Si f est une fonc-
tion continue dans D et holomorphe dans D\ A, alors f(2)dz est fermée dans D.
Méme conclusion si A est remplacée par un ensemble (a;);c; de points isolés ou
par une famille (A,);c; de droites paralléles telle que, pour tout i, a,cA;,(a);cr
étant un ensemble de points isolés.

DEMONSTRATION. — Soit 8 un angle de 4 et de I'axe réel Ox, alors z—ze— ™ est
un changement de coordonnée aprés lequel la droite A4 est paralléle a 'axe des x ;
dans la suite on suppose fait ce changement de coordonnée.

Il s’agit de prouver que, pour tout rectangle 4 a cotés paralleles aux axes Ox, Oy
[34/dz=0 (lemme 2.8.8).

(a) Si 4N A=0, on est dans I'hypothése de 3.1.

(b) Si A4 porte un cdté & de 4, pour £=0, soit 4, le rectangle déduit de A par
remplacement du c6té & par 6 +ig, le signe étant choisi pour que 4, A=0. Alors,
a cause de la continuité de f,

f [ dz = lim / ” fdz =0 d'aprés (a).

(c) Si ANA#0, ona A=A4,1U4, ol 4, et 4, sont des rectangles dans la situa-
tion (b) par rapport a A4.

f AE f WA f s, 47 =0, d’aprés (b).

(d) La derniére assertion résulte de la premiére et du fait que la famille (A4;);¢;
est localement finie. [

3.2. Lemme. — Toute fonction holomorphe f sur un ouvert D de C est de classe CL.

DEMONSTRATION. — Soit (€D, considérons la fonction
piCIri(s)
S22 pour z€D,z#
@.1) g@=1 z—¢ P

f© pour z={
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&,(2) est continue sur D et elle est holomorphe pour z={ ; d’aprés 3.1.2, w=g,(z) dz
est fermée, donc pour tout point z, de D, il existe un voisinage U de z; dans D et
une fonction F(z), C, telle que w=dF sur U.

Soit 4 un rectangle borné a cdtés paralléles aux axes Ox, Oy tel que AcD ; 4
étant compact, il existe un quadrillage fini de 4 dont les cOtés sont paralléles aux
axes Ox, Oy tel que tout rectangle du quadrillage soit contenu dans un ouvert U;
connexe (j=1,...,n) sur lequel w a une primitive F; et que tout U;N U, =0 soit
connexe, alors F;,—F,=C}j, constante sur U;\Uy, on vérifie, de proche en proche,
pour j=1, ...,n que, pour tout j, il existe une constante C; satisfaisant & C;—C,=
=—Cjy sur U;N\U,, alors la fonction F telle que F|U;=F;+C; est une primitive
de o sur le voisinage ouvert U= 'Lnjl U; de 4.

Le bord y du rectangle 4 est ujne 1-chaine différentiable contenue dans I'ouvert
connexe U, alors d’aprés 2.8.6, on a :

(3.2) f  &(2)dz =0.
Mais, pour tout (€D et z={, on a :&2—
Z__

trois fonctions ci-dessus sont continues sur y, alors
f f(2)
vz—(

Soit y” un cercle de centre { bord d’un disque é fermé de rayon r contenu dans 4,

S ©

=g;(z2)+——-. Pour tout (€4, les
-

4z =10 [ o+ [ o) dz.

alors est C= d-fermée dans UN\J et, d’aprés la formule de Stokes
z—4¢
dz dz o .
3.3 fy-H:fy'z—C:fo 1dé = 2ni.

Donc, compte tenu de (3.2) et de (3.3), on a :

/(2) .

. =2 :
(34 /, 7 dz =200
La fonction ) est continue sur le compact y, donc 'intégrale du premier

Z_..
. . i ¢ S (D)
membre de (3.4) est dérivable sous le signe [, on a 2aif"(()= [ y(———ﬁz—dz, fonc-
Z_

tion continue en { ; tout point de D étant intérieur 4 un rectangle borné fermé 4
de C contenu dans D, la fonction fest C! dans D. [
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3.3. Conséquences du théoréme 3.1

3.3.1. Proposition. — Toute fonction f holomorphe sur un ouvert D de C admet
localement une primitive holomorphe.

DEMONSTRATION. — D’apres 3.1, fdz est fermée dans D, ie. tout point z,¢D
a un voisinage U sur lequel il existe une fonction F, de classe C! telle que dF=
OF oF

oF
—dz4+—dZ=fdz, donc ——=0 sur U, et F est holomorphe sur U.
0z 0z 0z
3.3.2. Proposition. — Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert D de C,
alors pour tout 1-cycle y bord d’une 2-chaine I différentiable de D,on a : f ,fdz=0.

DEMONSTRATION. — D’aprés 3.1, fdz est fermée sur D ; d’aprés 3.2, fdz est de
classe C'. Alors la formule de Stokes entraine [, fdz= [, d(fdz)=0. 0O

3.3.3. Lemme. — Si une fonction F est holomorphe sur un ouvert U de C, alors

F’'=— est holomorphe sur U.
0z
DEMONSTRATION. — Tout point z, de U est centre d’'un rectangle fermé I' contenu

dans U de bord le cycle y ; d’aprés la fin de la démonstration de 3.2, pour z€ I,
F©O

1
on a : F(z)=— [, ———=d{ ; lintégrale est dérivable par rapport au para-
@) :zﬂl../y(g__z)2 g par rapport au p
0 OF

métre Z et sa dérivée est continue, alors — F’(z)=———(2)=0, donc F’ est

0z 0z 0z
holomorphe sur I' donc sur U. OO

3.3.4. Théoréme de Morera. — Soit f une fonction continue dans un ouvert D de
C telle que fdz soit fermée, alors f est holomorphe dans D.

DEMONSTRATION. — f'dz étant fermée, tout point z, de D a un voisinage U sur
lequel il existe une fonction F, C! telle que dF=(0F/dz) dz+(0F/0Z) dz=fdz, donc
OF
OF/0Z=0 sur U, i.e. F est holomorphe sur U ; de plus T:f ; d’aprés le lemme
z
3.3.3, fest holomorphe sur U, donc sur D. [

3.3.5. Corollaire. — Soient D un ouvert de C, A une droite de C et f une fonction
continue sur D, holomorphe sur D\ A, alors f est holomorphe sur D.

DEMONSTRATION. — D’aprés 3.1.2, fdz est fermée sur D ; d’aprés le théoréme de
Morera, f est holomorphe sur D. O
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4. Indice d’un cycle de dimension 1
4.1. Définition. — Soient y un 1-cycle a support compact dans C et Q=C\spty ;

pour tout {€Q, on appelle indice de y par rapport a {, le nombre

1nd (3, ) = 5 [

2ni

dz
y z—¢
4.2. Théoréme. — Dans les notations de 4.1, Pindice Ind(y, () de y par rapport

a { est une fonction a valeurs entiéres positives ou négatives, constante sur chaque
composante connexe de Q et nulle sur la composante connexe non bornée de Q.

DiMONSTRATION. — Il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou 7y est un
n

arc différentiable par morceaux. D’aprés 2.6.3. y= ). y; ot y; : I-C est une
j=1

application C! avec y;(1)=7;,:(0), pour j=I,...,n—~1 et 7,(1)=7,(0).
L’application y : [0, n]—~C telle que (yl[k, k+1])(#)=7;,(t—k) est continue ;
elle est C* sur chaque intervalle 1k, k+1[, k=0, ...,n—1 ; elle a des dérivées a
gauche et a droite aux points 1,...,k—1 et une dérivée a droite (resp. & gauche)
en 0, (resp. n).
. 7 (5) @ Y (9
Pour #¢[0,n], considérons ¢(¢)=exp [{——2—ds ; alors —(¢)=—0—2-
Jy P($)=¢ @ ()¢
sur tout intervalle [k, k+1], les dérivées aux extrémités étant des dérivées a droite
t
(resp. & gauche). Sur chaque intervalle ]k, k+1[, la fonction —qf)(—)g, ayant
y —_—
0@ _
7(0)—{

ayant pour exponentielle 1,

une dérivée nulle, est constante, donc elle est constante sur [0, n]. Alors

o(n) o(n) . dz
= = , LE. = 0=1;
—C 0 ¢ em=eO@=1: [, =

. dz . .
Texpression (1/27i) f y—c est un entier rationnel.
z_

2’ t d
_y_(_)_ est continue sur [k, k+1]XQ, donc f , £z
(D¢ K1z {

dz
est continue sur Q et il en est de méme de f , -———C—; Ind (y,{) étant une fonc-
Z_

De plus, la fonction

tion continue de { & valeurs entiéres est constante sur chaque composante connexe
de Q.

En outre, Ind (y,¢) tend vers O quand |{|—<, donc est nul sur la composante
connexe infinie de Q. O

4.3. Dépendance de y

4.3.1. Théoréme. — Si I' est une 2-chaine de C a support compact et si [{sptl,
alors Ind (bI", {)=0.

DEMONSTRATION. — La fonction z+— est holomorphe, donc C' sur un voisinage

z—
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d d
ouvert U de spt I, alors, d’aprés la formule de Stokes [, —ZCZ frd [—iJ =0
Z —_—

z—{

car

est d-fermée. [

Z_..
4.3.2. Dans un ouvert de C, on dit que deux l-cycles v, y; sont homologues, s’il
existe une 2-chaine différentiable I' telle que yp,—y=>bI" ; alors le théoréme 4.3.1
s’énonce ainsi :

4.3.3. Corcllaire. — Soit (cC, alors, si deux 1-cycles y, y, de C\{{} sont
homologues dans C\{(}, on a :

Ind(p;, ) =Ind(, ). O

5. Formule intégrale de Cauchy

On appelle difféomorphisme u : A—~D un homéomorphisme d’ouverts de R2,
de classe C! ainsi que son inverse. Une application différentiable u est un difféo-
morphisme local si tout point x€A a un voisinage ouvert U, dans 4 tel que p|U,
soit un difféomorphisme : U, ,—pu(U,).

5.1. Théoréme. — Soient D un ouvert de C et f une fonction de classe C' dans D.
Soit I’ une 2-chaine différentiable a support compact de D, de représentant
_Z n(Z;, F)), de bord le V-cycle y et soit (¢ D\spty. Alors, si pour tout jcJ,

jeJ
F; est un difféomorphisme local, on a :

(5.1) 2ni Ind (3, DF Q) = [ y {fz) +f. (‘W‘E(Z) dzAdZ;

si, en outre, f est holomorphe dans D,

(5.2) 2ri Ind (y, O (D) = fy fizg d

DIMONSTRATION. — I'= Z n;I; ouJ est un ensemble fini, I'; a pour représentant
€

(Z;,F;) ou Z; est un cojmpact a bord et F; une application différentiable propre,
dans D, d’un voisinage ouvert ¥; de Z; dans R2 On désigne par B,—B(C, r) le
disque fermé de centre {, de rayon r>0 dans C. Pour =0 assez petit F~1(B)NZ,
est un compact a bord Z;.

Soient I la chaine élémentaire de représentant ( F), I= Z n;I7 et y, le

bord de I/. La 2-chaine 4,=I'—TI, a pour représentant z n; (Z \ F), son

support est disjoint de {{} et son bord est bI' —bI =y—1y,.

D’aprés 4.3.3, Ind (y,{)=Ind(y.,{) ; la 1-forme w= /@
-

D~\{{}, alors, pour ¢>0 assez petit, la formule de Stokes appliquée 3 w et a la

dz est C! dans
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2-chaine 4, donne

53 [ w—fysco = ng do = f%%[{(_z)c]dmdz = fAj@jZa—_Z)g(i)‘ dzAdz.

/@ zdz tend vers f(0) f, _dz_=
=z

¢

étant localement intégrable au

Quand &-0, f(z) étant continue en {, f ’
(3f/32)(2)
~{

=/({)2ni Ind (y,{) d’aprés 4.3.3. g(2)=
voisinage de {, il en est de méme de F;'g au voisinage de F '(¢) ; Fig, étant C*

3 3
en dehors de F.‘l(C),est intégrable sur Z;, donc, quand &—0, fA G ZZ,(Z) dzZAdz

(3f/32)(2)

tend vers [, dzAdz, alors (5.3) entraine (5.1).

Si f est holomorphe dans D, (9f/dz)(z)=0 sur D, donc f,0=f, o, dob
52). O

5.2. Quand la fonction f est holomorphe, la relation

(5.2) 2miInd (7, () = [ 5(_22 d

est appelée la formule intégrale de Cauchy ; la fonction , holomorphe en z

Z pa—
et { en dehors de la diagonale de CXC, est le noyau de Cauchy. (5.1) est appelée
Jormule de Cauchy non homogéne.

5.3. Probléme du d” a donnée a support compact

5.3.1. Soient D un ouvert de C et Z un compact a bord de D, alors bZ est un 1-cycle.
On considére la 2-chaine (Z,idp) qu’on note encore Z, on pose 4 =Z. Une forme
différentielle de degré p en dz et de degré ¢ en dz est dite de type (p, q).

5.3.2. Théoréme. — Dans les notations ci-dessus, pour toute 1-forme différentielle
w, C, de type (0,1), & support compact dans A, il existe une fonction g C* sur A
telle que d"g=

DEMONSTRATION. — Soit w=fdz ol fest C' 4 support compact dans 4 ; pour

Vi)
C _
a support compact en w, par derlvation sous le signe f ,ona:

sy L [(@f]0Z)(z+w) -1 [f]oz)(©)
08/02(2) = %/—“-)——dw/\dw - 2_m_/'—§"——z— dcAdL.
D’aprés (5.1),

z€A4, on pose g(z)— dC/\dC et w={—z ; f(z+w) étant C! en z et

mif(z)= [ @J:é—a:z)z(—odﬂ\df

d"g(2) = (0g/02)(2)dz = f(2)dZ = w. [
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5.3.3. Corollaire. — Soit D un ouvert de C, pour toute 1-forme différentielle C*,
de type (0, 1), o =fdz, a support compact dans D, il existe une fonction g C* sur D
telle que 4" g=q.

DEMONSTRATION. — Pour un point z, quelconque de D, considérons, une fonction
¥ C* a support compact dans D égale 4 1 sur un voisinage ¥ de z, dans D ; soit

L=Yf; fi=(1—Y)f, ona g=g,+g,, avec
g = (Zni)‘lf(z—C)“lfj(Z) dzAdz; j=1,2.

Alors, d’aprés la démonstration de 5.3.2, g; est de classe C* dans C. Soit 4 un
disque ouvert centré en z, et contenant sptiy, pour (€4, d’aprés 5.3.2, on a :
d”’g,(()=w. En outre, d”g,({)=0 dans V. Donc d’g=w dans V ; z, étant ar-
bitraire dans D, on a :

d”g = ® dans D avec g({) = (2ni)‘1f(z—C)“1f(z) dzAdz. O

5.4. Ouverts simplement connexes de R®
5.4.1. Espace connexe par arcs

Soient X un espace topologique et I=[0, 11c R muni de la topologie induite
par celle de R. On appelle arc (continu) de X toute application continue y : I-X ;
a=y(0) est Porigine et b=y(1) V'extrémité de y. On dit aussi que y est un arc
joignant a & b. L’intervalle I étant connexe, 'image y(I), appelée support de y et
notée spty est connexe, donc contenue dans une composante connexe de X.

L’espace X est dit connexe par arcs si deux points quelconques de X peuvent
étre joints par un arc de X. Dans un ouvert D de C, tout arc différentiable par mor-
ceaux est un arc continu, donc, d’aprés 2.8.2, si D est connexe, il est connexe par
arcs.

Un arc vy est dit fermé si p(0)=y(1) ; il est dit constant si y est I'application con-
stante de 7 sur un point a de X.

5.4.2. Soient D un ouvert connexe de C, o une l-forme continue fermée dans D
et y : I-D un arc continu dans D. Une fonction f : I-C est appelée une primi-
tive de w le long de y si, pour tout €1, il existe une primitive F de w dans un voisinage
U de y(t) dans D telle que, pour tout 7€ assez voisin de 7, f(t)zF(y(t)).

5.4.3. Proposition. — Dans les notations de 5.4.2, pour toute 1-forme continue
fermée w dans D, pour tout arc continu y dans D, » admet une primitive le long
de vy, définie a Paddition prés d’une constante.

DEMONSTRATION. — (&) unicité : soient f;, f; deux primitives de w le long de v,
alors f;—f5, localement constante sur I’ensemble connexe I, est constante.

(b) existence : pour tout t€I, il existe un disque ouvert U, dans D, centré en
y(7) sur lequel w posséde une primitive F/ ; y étant continu, il existe un intervalle
I, contenant 7 et ouvert dans I tel que y(I)cU,. L’intervalle I étant compact il
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existe un nombre fini de points 7,<...<7t, de Itels que (/, );=4,...,» SOit un recouvre-
ment ouvert de I, alors (U,j)j=1“__,,, est un recouvrement ouvert de y(/).

Soient (¢))j=o,..,,» des points de I tels que #,=0, t,-EI,jﬂI,j“,j=l, ceon—1;
t,=1. Alors y([t;-1, tj])CUj=U,Jj=1, veey M

Soit FJ’=F,’j 3 Y(t)EU;NU; 41 #0. Sur U;NUjyy qui est connexe, on a F,—
—F/=c;cC.

j-1
Posons F,=F ; F;=F/—}, ¢, pour j=2,...,n.
=1
Alors dFj=w|U; et Fj. —F;=F; ,—F/ —c;=0 sur U;NU;4;, donc il existe
une fonction F sur U= |J U; telle que dF=w sur U, et f=Foy est une primi-
Jj=1

tive de w le long de y. [

5.4.4. Soient y : I-D un arc différentiable par morceaux d’origine a, d’extrémité
b et w une 1-forme différentielle continue fermée sur D, de primitive fle long de y ;
dans les notations de 5.4.3, il existe #,=0, t;, ..., 4,_, t,=1 tels que y;=7([#;, #;44],
J=0,...,n—1, soit différentiable et que y([7;, #;+,]) soit contenu dans le disque
U; sur lequel w admet la primitive F;. Alors

n—1

n—1 n—1
1
G4 [o=Y [ o= ["yio=2 [Fit.)—Fi)]=0)-10),
4 j=0 "7 j=0 "t =0
d’apreés (2.8).
Si y est un arc seulement continu, d’aprés 5.4.3, le dernier membre de (5.4) a un
sens et on définit ['intégrale f , @ de o sur y par la formule ;

(5.5) Lw:ﬂw4©.

5.4.5. Dans un espace topologique X, on considére un arc (continu) fermé y : I-X
tel que y(0)=y(1) ; on dit que y est homotope & un point a, s’il existe une applica-
tion continue

Ir: IxI—-X

(s, ) —>I(s, 1)
telle que :
1) y=I(0,.);
2) I'(s,0)=I(s, 1) pour tout s€l
3) y,=I(1,.) est I'arc constant de support le point acX.

On dit qu'un espace connexe par arcs X est simplement connexe si tout arc fermé
de X est homotope a un point.

5.4.6. Soient D un ouvert connexe de C, w une l-forme différentielle continue
fermée dans D et I' : IXI—~D une application continue, s’il existe une fonction
continue f : IXI—~C possédant la propriété suivante : pour tout (o, 7)€IXI, il
existe une primitive F,, de @ dans un voisinage de I'(s, 1) dans D telle que f(s, t)=
=F, (I'(s, t)) sur un voisinage de (o, 1) dans IXI, la fonction f est appelée une
primitive de o par rapport a I.
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5.4.7. Lemme. — Pour toute 1-forme continue fermée w dans un ouvert D de C,
pour toute application continue I' : IXI—~D, il existe une primitive de « par
rapport a I' définie a Paddition prés d’une constante.

DimonsTRATION. — Adapter le second paragraphe de la démonstration du lemme
32. O

5.4.8. Lemme. — Si y est un arc fermé homotope a un point dans un ouvert D de
C, pour toute 1-forme continue fermée w, on a :

fvw=0.

DimonsTRATION, — Il existe une application continue I' : IXI—-D satisfaisant
aux conditions 1), 2), 3) de 5.4.5. D’aprés 5.4.7, il existe une primitive /' de w par
rapport a I

fy @ = f(0, 1)=/(0, 0) = f(0, D—/(1, D+f(1, /1, 0)+(1, 0) =£(0, 0) ;

d’aprés 3) f(1, 1)—£(1, 0)=0.
Scient

b=yO)=y()=TrO0,0)=r@©,1; 6=I(,0, 6,=1IC(.,0),
ce sont des arcs continus joignant b a a, alors

fyw:—féwﬁ—f&w; mais d’apres 2) 8, = 6,, donc fysz. O
1 ()

On définit les 1-chaines (continues) a partir des arcs (continus) comme les 1-chaines
différentiables a partir des arcs élémentaires différentiables (2.6.2), d’ou les notions
de bord et de cycle (cf. 2.6.2).

Remarquons que tout 1-cycle est combinaison linéaire d’arcs fermés.

5.4.9. Corollaire. — Pour toute 1-forme différentielle continue fermée o d’un
ouvert simplement connexe D de C, tout 1-cycle (continu) y de D, on a :

fyco:(). O

5.4.10. Théoréme. — Toute 1-forme différentielle fermée dans un ouvert simple-
ment connexe D de C posséde une primitive dans D. En particulier, toute 1-forme
holomorphe, dans un tel ouvert D, posséde une primitive holomorphe dans D.

DEMONSTRATION. — D’aprés 5.4.9, pour tout l-cycle y, différentiable par mor-
ceaux, on a f ,0=0 ; d’aprés 2.8.6,  posséde une primitive dans D. [

5.4.11. Corollaire. — La fonction log z admet une détermination continue dans
tout ouvert simplement connexe D de C*.

dz
DEMONSTRATION. — w=—— est holomorphe, donc fermée dans D, d’aprés 5.4.10,
z

elle admet une primitive dans D, qui est une détermination continue de log z dans
D, d’'aprés 1.55. O



FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY 33

5.5. Formule de Cauchy homotopique

Soit X un espace topologique.

5.5.1. Arcs homotopes

On dit que deux arcs continus y, 7, : I-X sont homotopes dans X, s’il existe
une application continue

I IXI—-X
telle que
1 »=r(@,.)
3) n=r(,.).

ys=I(s,.), s€I est alors un arc continu d’origine I'(s,0), d’extrémité I'(s,1).
Deux arcs continus fermés seront dit homotopes si, en outre

2) I'(s,0)=1I(s,1) pour tout s€l.

La situation 5.4.5 est alors un cas particulier de celle-ci.
La famille (y5)s¢po,1; st dite une déformation continue de y, en v,.

5.5.2. Indice d’un arc continu fermé

Soient y un arc continu fermé dans C et (€C, {§Im (y) ; on appelle indice de y
par rapport a { le nombre

1 d
Ind(y,0) = ﬁf«, —Z—ZC .

Si y est différentiable par morceaux, cette définition coincide avec 4.1 pour un

arc fermé.

5.5.3. Théoréme. — Dans les notations de 5.5.2, Ind(y,{) est une fonction a
valeurs entiéres telle que :
1) si y, est un arc fermé homotope & y dans C\{(}, on a :

Ind (y,, {) = Ind(y, )

2) Ind (y, {) est constant sur chaque composante connexe de C\Im(y) ;
3) si Im(y) est contenue dans un ouvert simplement connexe de C\{(},

Ind (y, {) = 0.

dz
le 1 de 7y,
p— elongdey, ona f, p—

=f(1)—f(0) différence de deux déterminations continues de log(z—{) au point
7(0) : c’est un multiple entier de 2ri

1) résulte de 5.4.7 ;

2) se démontre comme dans 4.2 ;

3) résulte de 5.4.9. M

DEMONSTRATION. — Si f est une primitive de
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5.5.4. Théoréme, — Soient fcO(D), (€D, 7 un arc fermé de D tel que {¢Im (y)
et homotope & un point dans D. Alors

f (z) dz
Tnd ¢, D Q) = /, :
DEMONSTRATION. — On considére la fonction g;(z) définie par (3 1). Alors g,dz
est fermée dans D, donc [ y—f—(z)——j;(éldz 0 d’apres 5.4.8 et —— f y f(C)C
z— z

=Ind (v, {)f({), d’aprés la définition 5.5.2. O

6. Surfaces de Riemann

6.1. Variétés différentielles de dimension 1 et 2
6.1.1. Cartes

Soit n T’entier 1 ou 2 supposé constant dans chaque définition.

Sur un espace topologique X, on appelle carte de dimension » de X un homéo-
morphisme /2 d'un ouvert U de X sur un ouvert de R". L’ouvert U est appelé le
domaine de la carte ; on dit que c’est un ouvert de carte. On désigne parfois une
carte h par le couple (h, U).

Si V est un ouvert de X contenu dans U alors A[V est une carte de domaine V.

6.1.2. Cartes compatibles

a) Deux cartes h et b’ de X, de méme domaine U sont dites compatibles si les deux
homéomorphismes réciproques

Koh™: W(U) -~ W(U)
holW=: W(U) -~ h(U)

sont de classe C? pour gceNU{e} au sens des applications d’un ouvert de R" dans
un autre.
b) Deux cartes (h, U) et (b, U’) sont dites compatibles si
oubien UNU'=0 ;
ou bien AJUNU’ et W|UNU’ sont compatibles au sens de a).

6.1.3. Atlas

Un atlas de X, de classe C4, est un ensemble de cartes, de dimension »n, deux a
deux compatibles, dont les domaines constituent un recouvrement de X. L’existence
d’un atlas impose a 1’espace X d’étre homéomorphe, au voisinage de chaque point,
a un ouvert de R”,
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Deux atlas de classe C? sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe
C1 ; on vérifie que la compatibilité est une relation d’équivalence dans I'ensemble
des atlas de classe C? de X.

6.1.4. Variété différentielle de dimension 1 ou 2

On appelle variété différentielle de dimension n, (n=1 ou 2), de classe C% un
espace topologique séparé X, réunion dénombrable de compacts, muni d’une classe
d’équivalence d’atlas A, de classe C?. C’est donc un couple (X, A) qu’on désignera
par X seul lorsque A sera défini sans ambiguité. Lorsque la mention de la dimension
sera sans importance, nous 1’omettrons ; en outre, on désignera aussi par U un
atlas de la classe d’équivalence donnée.

6.2. Surfaces de Riemann

6.2.1. On va définir des variétés différentielles de dimension 2 particulieres. Identi-
fions € & R? par le R-isomorphisme d’espaces vectoriels j : z=x+iy—(x, y).

Soit X un espace topologique séparé, réunion dénombrable de compacts muni
d’un atlas A dont les cartes (h, U) satisfont aux conditions suivantes :

1) A(U) est un ouvert de C identifi¢ a R? par j ;

2)si (h, U), (W, UHEA, UNU’#0, I'homéomorphisme Hoh~{h(UNU’) est
une fonction holomorphe de Touvert A(UNU’) de C a valeur dans louvert
W(UNU’) de C.

6.2.2. A est appelé un atlas analytique complexe, h une carte holomorphe ; deux
tels atlas sont dits équivalents si leur réunion est un atlas analytique complexe.
X muni d’une classe d’équivalence d’atlas analytiques complexes est appelé une
variété analytique complexe de dimension complexe 1 ou une surface de Riemann.

Pour tout géNU{e}, X est aussi une variété différentielle de classe C? lorsqu’on
la munit de la classe d’équivalence d’atlas de classe C? contenant U ; cette variété
est dite la structure différentielle sous-jacente a la structure analytique complexe
de X.

6.3. Exemples de surfaces de Riemann
6.3.1. Le plan complexe C muni de la carte identité id.

6.3.2. Tout ouvert U de C muni de la carte identité idy.

6.3.3. Tout ouvert U d’une surface de Riemann X muni des cartes de X & domaines
contenus dans X est une surface de Riemann dite sous-variété analytique complexe
ouverte de X ; plus spécialement, on appellera domaines de X les ouverts connexes
de X munis des cartes ci-dessus.
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6.3.4. La droite projective complexe ou sphérve de Riemann

C’est I'espace topologique P'(C) (qu’on notera aussi PY), quotient de C2\ {0}
par la relation d’équivalence & suivante : &, £,€ C\{0} sont liés par Z s’il existe
AEC* tel que &,=Af, ; autrement dit, c’est I'ensemble des droites complexes de
C? issues de 0, muni de la topologie quotient de C2\{0} par Z. Soient (z, z,)
les coordonnées dans C? ; les éléments de C2\{0} sont les couples (z;, z,)5 (0, 0).
Soit

n: CAN {0} - P!

(21, z5) — classe de (z,, z,).

Considérons les couples (z;, z,)€ C? 5 z,#0, on a : n(z,, z,)=n(z,2; %, 1) ; soient
(=221, {'=z,2;' ; 2,0 ; les cartes {, {" ont pour domaines deux ouverts U,
U’ de P! homéomorphes & C et constituent un atlas de P'. Remarquons que U
recouvre P! complétement a I’exception du point 7(zy, 0) que I'on notera < et
contient 7(0, z,) noté 0 ; de méme U’'=P™\{0} ; en outre, sur UNU’, on a
{’={"*. On remarque aussi que les ouverts de P! sont ceux de U et les complé-
mentaires, dans P!, des compacts de U, de sorte que P* en tant qu’espace topolo-
gique est le compactifi¢ d’Alexandrov de C obtenu par adjonction du point a I'in-
fini 0.

D’autre part P' est homéomorphe a la sphére S? de R3 centrée a lorigine £,
de rayon 1, munie de la topologie induite par celle de R3, car les deux cartes (¢, U),
({’, U’) peuvent étre décrites comme suit : (€ C est la projection (stéréographique)
a partir d’un point == de S2 sur le plan équatorial associé¢ E (i.e. le plan identifié¢ &
R?, de R3, d’origine @, orthogonal & Qe, orienté par le vecteur () considéré
comme le plan complexe C, {~* est obtenu par projection dans E a partir du point
O de S? diamétralement opposé 4 « et passage a 'imaginaire conjugué dans C, i.e.
symétrie par rapport a I’axe réel Q& de C.

En outre UNU’ est homéomorphe & C* et U, U’ étant connexes, il en est de
méme de UUU’=PL

6.4. Applications différentiables ; formes différentielles

6.4.1. Soient X et Y deux variétés différentielles de classe C?, de dimensions éven-
tuellement différentes. Une application f: X—Y est dite p-fois continiiment dif-
Sférentiable ou (de classe) C?, (p€NU{e}, p=<gq) si elle est continue et vérific la
condition suivante : pour tout couple de cartes (h, U), (k, V') de X et de Y respecti-
vement tel que f(U)cV, lapplication

ko(fIU)oh™': h(U) — k(V)

est de classe C? en tant qu’application d’un ouvert de R" dans un ouvert de R”
(n,n’ <2).
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En particulier R” (ou €C) muni de sa structure R-vectorielle et de la carte identité
est une variété différentielle de toute classe et toute application CP : X—R (resp.
X—~C) est appelée une fonction (de classe CFP) a valeurs réelles (resp. complexes)
sur X.

6.4.2. Partition C? de Punité sur une variété différentielle

La définition et le théoréme d’existence sont les mémes que sur un ouvert de R2,

6.4.3. Coordonnées locales

Soit (h, U) une carte d’'une variété différenticlle X de classe CY, alors / est une
application C? :

U-h(U)cR"

x> h(x) =x(x) ou (x(x), xs(x)) selon que n=1 ou?2;
x; : U~R est une fonction C? sur U ; les fonctions x, (ou X;, X,) sont appelées

X—x;(x)

les fonctions coordonnées, ou les coordonnées locales de X, sur U définies par la carte
(h, U). Dans la suite du n° 6.4, on suppose n=2.

6.4.4. Soit f une fonction C? sur un ouvert U de la carte & de X, alors, pour x€U

J(x) :foh_l((xl(x), xz(x))

sera notée f(x;, x,) ; cette fonction définie sur "ouvert A(U) de R* dépend de la
carte h.

6.4.5. Soit X une variété différentielle ; une carte (h, U) de X telle que xcU est
dite une carte de X en x.

Comme dans 2.1, pour x€ X, soit %, I’espace vectoriel des fonctions C! au voisinage
de x ; si f,g€S,, il existe un voisinage ouvert V' de x contenu dans le domaine
U d’une carte i en x sur lequel f et g sont CL On considére la relation %
dans &, : fAg signifie

(6.1) (foh='Y = (goh~ Y €L (R2; C) ~ C2

(h, U) étant choisie il est clair que £ est une relation d’équivalence. # ne dépend
pas de la carte (h, U) ; en effet (k, U’) étant une autre carte de X en x, quitte a
rétrécir U et U’, on peut supposer U’'=U. Alors

(fok™ly = ((foh™Ho(hok™")Y = (foh™Y o(hok ™'Y ;

hok=1 étant un difféomorphisme : k(U)—=h(U), (hok™1) est un isomorphisme :
R2->R? ; alors la relation (6.1) équivaut a

6.2) (fok™1Y = (gok™2Y.
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6.4.6. La situation de 2.1 est celle dans laquelle la carte & est I'identité. On montre,
comme en 2.1, que % /# est un C-espace vectoriel de dimension 2, qu’on notera
T¥(X) et appellera T'espace cotangent complexe @ X en x ; pour fEZ, on note
df=d, f la classe de f dans T.)(X) et on appelle différentielles en x les éléments de
Tr(X). L application
One: T3(X) = F /% ~ L (R*; C)
df — (foh™1)

est un C-isomorphisme.

Si (x, x,) sont des coordonnées locales en x (i.e. sur un voisinage de x), les dif-
férentielles en x s’écrivent de fagon unique

2
o=y A;dx;; A;€C.
j=1
6.4.7. On considére, comme en 2.2, I'ensemble T*(X)= |J T(X), réunion dis-
xCX
jointe et I'application projection
n=nx: T*(X) - X
TI(X)3¢ —x.

Pour tout ouvert W de X, soit ¢ : W-T*(X) une application telle que wogp=
=idy, alors si (x;,x,) sont des coordonnées locales sur un voisinage U d’un
point de W, pour xcWNU, ¢(x)=a,(x) dx;+a.(x) dx, ou a; est une application :
wNU-C, j=1,2.

L’application ¢ est appelée une 1-forme différentielle sur W.

On dira que ¢ est C" si les a; sont C". Avec la convention de 6.4.4, on a
(6.3) © = ay(xy, X) dxy + ap(xy, Xp) dX,.

Si (h, U), (k, U) sont deux cartes de X définissant les coordonnées locales (x;, x,),
(&1, &) respectivement, koh™! : h(U)—k(U) est un difféomorphisme et I'expres-
sion de ¢ & l'aide des coordonnées locales (&, &,) est, d’aprés (6.3)

Xy

a4 (xl(é] 5 Ea)s %2(&4,s 62)) (aXI dé + 35 déz] +

—[ ‘3?+ 2g§f]d61+( 1‘;2+ 232]&2.

|

6.4) @
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Par application de la formule intégrale de Cauchy sur le bord d'un disque, puis
sur le bord d’une couronne, on obtient le développement (de Taylor) en série entiére
en z—z, d’une fonction holomorphe au voisinage d’un point z, et le développement
en série de Laurent d’une fonction holomorphe dans un disque privé de son centre.
Un grand nombre de théorémes fondamentaux en découlent trés simplement
théoréme d’identité (ou principe du prolongement analytique), inégalités de Cauchy,
théoréme de Liouville, principe du maximum, lemme de Schwarz. Le développement
de Taylor d’une fonction holomorphe dans un disque permet 'approximation d'une
fonction holomorphe par des polynémes holomorphes, d’ou une solution du probléme
du d” dans le disque ouvert. Le développement de Laurent permet ’étude des points
singuliers, en particulier des pdles, des fonctions holomorphes dans le complémen-
taire d’un ensemble discret, et I'introduction des résidus d’une 1-forme différentielle,
d’oll le théoréme des résidus qui généralise la formule intégrale de Cauchy. Ce
dernier théoréme permet une étude des zéros et des péles d'une fonction méro-
morphe et le calcul d’intégrales de fonctions de variable réelle par la méthode des
résidus. Un paragraphe préliminaire rappelle des résuitats sur les séries de fonctions
et les séries entiéres convergentes.

0. Séries entiéres convergentes

0.1. Séries de fonctions

Soit E une partie de C ; on considére les fonctions f'sur E a valeur dans C. Pour
Pespace vectoriel # des fonctions bornées dans E on appelle norme de la convergence

uniforme la fonction :
%~ R,

S=lfle= sup |f(2)].

On rappelle les définitions suivantes : on dit que la série de fonctions Y. f, con-
neN

verge
(a) simplement sur E si, pour tout zCE, la série numérique Y. f,(z) est con-
n

vergente ;
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(b) uniformément sur E si elle converge simplement vers une fonction f et si,
pour tout &=0, il existe un entier N(e) tel que, pour tout p=N(g), pour tout
z€E, on ait

Y4
|/(2)—- Zofn(Z)I =&
n=

C étant un espace complet cette condition équivaut a la suivante : pour tout
e>0, il existe un entier N(g) tel que, pour tout p= N(g), pour tout zCE, on ait

|2 @)=

(c) normalement sur E si la série & termes positifs Y || f,|z converge.
HEN
La convergence normale entraine la convergence absolue en tout point de E et la

convergence uniforme sur E.

0.2. Séries enti¢res

0.2.1. Soit (a,),.x une suite de nombres complexes, la série de fonctions (a,z")

est appelée la série entiére en z de coefficients (a,) et est notée Y. a,z"
n<N

0.2.2. Théoréme. — Il existe un nombre réel oc|0, | unique tel que
(a) pour tout O<r<g, la série ) a,z" est normalement convergente sur le

_ neN
disque fermé B(0,r)={zcC ; |z|<r} ;

(b) pour tout |z|>g, la série Y a,z" diverge, la suite (a,z") étant non bornée.
n

Le théoréme résulte du

0.2.3. Lemme d’Abel. — Le nombre ¢ qui figure dans 0.2.2 est la borne supérieure
des r=0 tels que la suite (|a,|r") soit bornée.

DEMONSTRATION de 0.2.3. — Soit o=sup {r=0, (|a,|"),.n bornée}. Soit r<g ;
par définition de la borne supérieure, il existe un nombre ryc]r, o[ tel que (la,|r})
soit bornée, i.e. il existe M=0 tel que, pour tout nEN, |a,|ri<M. Alors, pour
lz|<r

M rY
la,z" <la, | <—r =M (r_) ,
0

d’ot la convergence normale de la série Y a@,z" pour |z|l<r. 0O

0.2.4. Le nombre ¢ est appelé le rayon de convergence de la série entiére Y, a,z" ;
le disque ouvert {z€C ; |z|<g} est appelé le disque de convergence de la série.
Ona:
%: Iim |a,|¥" = limsup |aq,|*"

n—~+eo P n=p
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c’est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (|q,|*") ; cela se démontre par la
régle de Cauchy de convergence des séries.

0.2.5. Une série entiére de rayon de convergence strictement positif est dite une
série (entiére) convergente.

0.3. Dérivation des séries convergentes

0.3.1. Théoréme. — Soit Y a,z" une série enti¢re de rayon de convergence ¢=0,
alors la somme de cette série f(z)=) a,3z" est indéfiniment C-dérivable donc
C= dans B(0, g¢). Pour tout k=0, la k-iéme C-dérivée de f est, pour z<B(0, g),

0.1) O =) n(n—-1)...(n—k+1a,z"*;
n=k

la série du second membre de (0.1) ayant pour rayon de convergence g.
Pour tout k€N, on a:

A ()
“ =
et
b &) (0
02) =3y L0
K=o k!
DEMONSTRATION. — Pour tout (€B(0, ¢), il s’agit de montrer que f est C-dif-

férentiable en { et de calculer sa dérivée : pour {€B(0,¢) ; ona:

f(2)—=f1) 1 ,
0.3 = S "),
0.3) = o (Lar=Far)
On peut supposer z et { dans B(0, r) avec r=g ; dans B(0, r) la série est normale-
ment convergente donc

Ya,r=Ya0 = Lo =) = (=0T a2 40
oy (27 e 4] = P

our tout #, quand z—{, z" 142" "2 4 ... +- ("1 tend vers n{" "' et la série ) na,z"""
Y n

est normalement convergente dans B(0, r), donc, quand z—{, (0.3) a une limite
égale’a Y na, ("' ; on vérifie, a Taide du lemme d’Abel que la série Y. na,z""1
a méme rayon de convergence que la série donnée ; elle s’obtient en dérivant cette
derniére terme a terme. Par récurrence sur k, on vérifie (0.1) et on montre que f{(z)
est indéfiniment C-dérivable donc est C=. En outre, pour tout k, f®(0)=k!aq,,
d’ot (0.2). O

0.3.2. Corollaire. — La somme de toute série entiére convergente est holomorphe

dans son disque de convergence. [

0.3.3. On dit qu'une fonction f définie sur un ouvert D de C est développable en
série entiére au voisinage d’un point z,¢ D §’il existe une série en (z—z,) convergente
dont f est la somme.



42 PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

1. Développement en série de Taylor d’une fonction holomorphe

1.1. Soit fune fonction holomorphe sur un ouvert D de C, on va étudier fau voisinage
d’un point z,6D ; pour cela on fait le changement de coordonnée z—>z—z, ;
de sorte que, dans la nouvelle coordonnée notée encore z, f est holomorphe sur un
disque ouvert B(0, ¢9)={z€C ; |z]<g}.

1.2. Théoréme. — Toute fonction holomorphe dans le disque B(0, ¢) est égale a
la somme d’une série entiére convergente dans ce disque.

DEMONSTRATION. — Pour tout r<g, on va former une série entiére qui converge
normalement vers f(z) pour |z|<r.

Soit ry tel que r<ry<g et soit y, le bord du disque B(0, r,) ; d’aprés la formule
intégrale de Cauchy, pour z€B(0,r), on a :

f(t)
2 =—= 2m f0 dz.
Comme |z|<|¢{|, on a :
1 1 1 112 ( ]
t—z t. z 1t g‘
1=
t
_ 1 o SO
f2) = 2 fyo neN ! de.
L- sériz sous le signe f convergeant normalement sur y,, on a :
_ 1 . S
(1.1) @) =5z L2 [ mrde
f(0) 0 I
" = dt su ——f(Hdt| =
‘[70 o o~ <o f‘/o m+ 2e8tm f/o " ff()

=21 () sup 1100

1€y,

dr
[

donc la série 2° membre de (1.1) converge normalement sur B(0, r) et le rayon de
convergence de cette série est =r.

= (&) swp 1700

t
Pour ry<rq<p, soit y,=bB(0,r;) ; d’aprés le théoréme de Cauchy £(+)1
. 7 ) Q)
étant holomorphe pour 7€ B(0, o)\{0}, on a f%—yo o dr=0 don fy“i"Tdt

est indépendant de r,. Finalement, pour tout z¢B(0, ¢), on a

" _ 1 JO
(1.2) f(z) = ”;N a,z" avec a, = 2_mf o T dt,

la série du second membre ayant un rayon de convergence au moins égal a .
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1.3. Théoréme. — Toute fonction holomorphe f sur un ouvert D de C est déve-
loppable en sévie entiére convergente au voisinage de tout point z,cD (i.e. est
égale 4 une série convergente en (z—z,) au voisinage de 7)) ; cefte série est la
série de Taylor de f en 7, et son rayon de convergence est au moins égal a d(z,, CD).
En outre, pour tout disque B(z,,r) d’adhérence contenue dans D et pour
y=bB(zy, 1), on a:

S
(n) _
a3 fOe) =5 | Ty &
DiMONSTRATION. — D’aprés la remarque 1.1, le théoréme 1.2 et sa démonstration,
on a :
_ " . i
(1.4) fl2) = ph a,(z—z,)" avec a, 2m f Tzt d¢

au voisinage de z,.
D’aprés 0.3.1, on a la relation (1.3), alors

f(2)= 2 a,(z—zy)" = -Eof(n)(zo)_ﬂ,
neN =0 n!

i.e. f est égale a la somme de sa série de Taylor. Enfin, f étant holomorphe dans
B(z,, d(zy, CD)), d’aprés 1.2, la série du second membre de (1.4) a un rayon de
convergence au moins égal a d(z,, CD). O

1.4, Corollaire. — Toute série entiére de rayon de convergence g est développable
en série entiére en (z—z,) au voisinage de tout z,cB(0, ¢), le rayon de con-
vergence de cette derniére étant au moins égal a o—|z|. O

1.5. Corollaire. — Si f est une fonction définie sur un ouvert D de C, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est holomorphe sur D ;

(ii) f est développable en série entiére convergente au voisinage de tout point
de D. O

1.6. Remarque. — On appelle parfois fonction analytique complexe sur D toute
fonction possédant la propriété (ii) ci-dessus. Alors, 1.5 signifie : les fonctions
holomorphes sur D sont les fonctions analytiques complexes sur D.

2. Application : théoréme d’identité ; inégalités de Cauchy ;
théoréme de Liouville ; probléme du d” dans un disque ouvert

2.1. Théoréme d’identité

2.1.1. Théoréme. — Soient f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe D
de C et z,c D. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(@) f=0 sur D;
(ii) f est nulle au voisinage de z,
(iii) pour tout kcN, f¥(z)=0.



44 PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

DEMONSTRATION., — (1)=(ii)=(iii) ;
(iii)=(i) ; d’aprés 1.3, il existe un disque ouvert Uz0 centré en z, sur lequel f(z)=
1
=Y —f®(z)-(z—2zp)* ; alors (iii) entraine f|U, =0 ;
kN k! 0

(i)=(i) : Soit E={zeD ; il existe U, comme ci-dessus tel que f|U,=0} ; E
contient z, ; E est ouvert. Soit {€E, alors il existe une suite (z,) de points de E
qui converge vers { ; pour tout n, pour tout k, on a.: f¥(z,)=0 ; f® étant con-
tinue, f®(()=0, donc f=0 au voisinage de {, i.e. (€E, d'ou E=E ; E étant
non vide, ouvert et fermé dans D connexe,ona : E=D. [

2.1.2. Corollaire (théoréme d’identité). — Soient u et v deux fonctions holomorphes
sur un ouvert connexe D de C, Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u=v;
(i) w=v au voisinage d’un point de D. ([

2.1.3. Remarque. — Le Corollaire est aussi appelé principe du prolongement ana-
Iytique.

2.2, Zéros d’une fonction holomorphe
2.2.1. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert D de C. Tout point z,£D

tel que f(z,)=0 est appelé un zéro de f. Au voisinage de z,, f est développable en
série entiére convergente, i.e. f(z)= Y. a,(z—z,)" avec a,=0. Soit k le plus petit

neEN
entier strictement positif tel que a,>0, alors
(2.1 f(2) = (z—z)*g(2),

La série g(z)= . a,(z—z,)""* a méme disque de convergence que f(z) et
n=k
2.2) g(z) #0;

I’entier k est appelé Uordre (de multiplicité) ou la multiplicité du zéro z, de la fonc-

tion f; il est caractérisé par (2.1) et (2.2) et aussi par (2.3) f™(z,)=0 pour n€[0, k—1]

et f®(z9)#0. Si k=1, z,est dit un zéro simple, si k=2, z, est dit multiple.
Soit Z(f) I’ensemble des zéros de f dans D.

2.2.2, Théoréme., — Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un ouvert
connexe D de C, alors les zéros de f sont des points isolés, i.e. Z(f) est un ensemble
discret.

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme d’identité, / n’est nulle sur aucun ouvert non
vide de D. Si z, est un zéro de f les conditions (2.1) et (2.2) et la continuité de g en-
trainent I'existence d’un voisinage U, de z, dans D tel que f|U,\{z,} n’ait pas
de zéro. O

2.2.3. Corollaire. — L’anneau des fonctions holomorphes sur un ouvert connexe D
de C est intégre.
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DEMONSTRATION. — Soient f, g€ @(D) ; f#0 ; g0 ; pour tout z,¢D, on a :
J@)=(z—z))"u(z) ; g(z2)=(2—z,)"v(z) avec m, n=0, sur un voisinage U de z, avec
u, v€O(U) et u(zy)#0, v(z,)#0, alors fg(2)=(z—z)""u(z)v(z) ; u(zy) - v(z4)=0,
donc. le produit fg est non nul. O

2.3. Inégalités de Cauchy

D’aprés 1.3, pour toute fonction holomorphe f sur un ouvert D de C,
pour tout z,£D, il existe r=0 tel que : f(z)= ). a,(z—z,)" sur B(z,,r) avec
neN

1 t . .
a, = 5 —/, f(tZ:: ) dt ou y=bB(0,r). Sur y,t=re’, 0¢[0,2r] ; dr=rie" d0,
i
1 . .
donc h=ms f3"e=" f(zy+re'®) df ; f étant continue sur le compact spty on a
nr

sup | f(zo+re®)=M(r)<+< ; alors

6C[0,2n]

(24) la,| <

Les inégalités (2.4) sont appelées les inégalités de Cauchy.

2.4. Théoréme de Liouville

2.4.1. Toute fonction f holomorphe sur C tout entier est appelée une fonction en-
tiere.

2.4.2. Théoréme. — Toute fonction entiére bornée est constante.

DEMONSTRATION. — D’aprés 1.2, fest la somme d’une série entiére en z convergente

sur C. Dans les notations de 2.3, soit M un majorant de M(r) ; alors, d’aprés les

M@ry M ; .
<—-, C¢ qui entraine
r

inégalités de Cauchy, pour tout nEN, on a : |a,|<
a,=0 pour n=1, donc f(z)=a,. 0O

2.4.3. Application : Théoréme de d’Alembert. — Tout polyndme en z, a coefficients
complexes et non constant, a au moins un zéro complexe.

DfMONSTRATION. — Soit P(z) un tel polyndme ; si, pour tout z€C, P(2)#0, la

est holomorphe sur C ; mais P(z)=z"(a,+a,_,z"t+...+a,z™")

1
fonction : z—
P(2)

avec a,#0, n=1, donc P(z) tend vers I'infini quand |z] ><=, i.c. il existe un disque

compact B tel que, dans C\ B, est

. = 1
soit borné ; B étant compact, ‘—I;-—
zZ

aussi borné sur B. Alors la fonction entiére étant bornée sur C est constante

(@
d’aprés 2.4.2, donc P(z) est constant, ce qui contredit 'hypothése. [
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2.5. Probléme du d” dans le disque ouvert

Théoréme. — Soit B=B(0, R) un disque ouvert de C avec Rc)0, +<]. o=gdz
étant une forme différenticlle donnée de classe C* dans B, il existe une fonction f,
de classe CY, sur B, telle que A"f=w ; f est déterminée a Uaddition prés d’une
fonction holomorphe sur B.

DEMONSTRATION. — Soit (B,), .y une suite de disques B,={z¢C ; |z|<R,} em-
boités tels que R,,,>R, et |J B,=B. Soit (¥,) une suite de fonctions C* sur B
neN

telles que spty,=B,,; et ¥,|B,=1, n=1, ¥,g est C! sur B et & support compact
contenu dans B, ; alors (ch. 1,5.3.2), il existe f,, C! sur B telle que d” f,=y,gdz.
On va démontrer, par récurrence sur n, I'existence d’une suite de fonctions ( f,) sur
B telle que

d’f, =gdz sur B,; n=>1
2.5) { . ton
I fo=fo-illg,_,<2'""; n=2
o [l [lp,_, désigne la norme de la convergence uniforme sur le compact B,_,.

On pose f;=f;, alors (2.5), est satisfaite pour n=1. Supposons f, ...,f, cons-
truites satisfaisant a (2.5) pour n=1, n=2 resp. ; alors d”(f,.1—f,)=0 sur
B,, ie. f,.,—f, est holomorphe sur B,, donc développable en série entiére con-
vergente sur B, ; alors, il existe un polynéme P, en z défini par un développement
limité de Taylor de f,,,—f, sur B, tel que | f,+1—f,—Pl; _,<27". On pose :
Jin+1:fn+1“Pn, alors, sur B,,;,ona : d’ fn+1 d"fy41—d"F= d” 1+1= V1 0=0
donc (2.5) est vérifiée pour n+1. En outre, le raisonnement ci-dessus, pour n=2,
montre que (2.5), est satisfaite pour n=2, ce qui permet de faire démarrer la ré-
currence.

Soit z€B, ilexiste ny tel que z€B, ; alors, ( f,,(z))nz” +2 est une suite de Cauchy,
donc converge vers un nombre f(z)— hm f (2), d’apres (2.5), ; de plus, sur B,, on

a, pour p=n, fp+1=fn+1+h5+1 avec hi = Z (Fer1—J0)s f— llm fp'{"l_
=f~,,+1+nslinl k... Pour k=n, fi41—f, est holomorphe sur B, a cause de (2.5); ;
h? . | est h(flomorphe sur B, et la suite (hZ,,),.,,, converge uniformément sur B,,
a cause de (2.5),, donc (d’aprés un résultat qui sera établi au Chapitre 3, 1.3), cette
suite converge vers une fonction holomorphe A, ,, sur B,, f=f,+1+h,.1 sur B,,
Sfest Ctsur B, et d"f=d"f,,1=gdZ sur B, ; fest indépendante de n, alors d”f=
=g dZ sur B. Si ¢ est une autre solution d(¢p—/)=0, i.e. ¢p—fEO(B). O
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3. Principe du maximum ; lemme de Schwarz

3.1. Propriété de la moyenne

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert D de C ; d’aprés la formule inté-
grale de Cauchy et 2.3, pour tout z,¢D et B(zy,r)cD, ona :

(31 Fzo) = = [ ot re) .

Soit g une fonction continue sur D, si pour tout z,€D, B(z,, r)CD et y=bB(z,, r),
on a:

1 2n :
(3.2) g(zo) == [ g(z+re®) do

on dit que g posséde la propriété de la moyenne ; le second membre de (3.2) a un
sens pour toute fonction continue g et est appelé la valeur moyenne de g sur sptvy.
D’aprés (3.1), toute fonction holomorphe sur D posséde la propriété de la moyenne
et il en est de méme de ses parties réelle et imaginaire.
On dit qu’une fonction continue g sur D vérifie le principe du maximum dans
D si, en tout point z, ol {g| a un maximum relatif, g est constante au voisinage
de z,.

3.2. Théoréme. — Soit g une fonction continue a valeurs complexes dans un
ouvert D de C. Si g posséde la propriété de la moyenne et si |g| posséde un maxi-
mum relatif en un point z,€ D, alors g est constante sur un voisinage de z,, donc
vérifie le principe du maximum dans D.

DEMONSTRATION. — Si g(z,)=0, le résultat est évident.

Si g(zy)#0, aprés multiplication de g par une constante complexe de module 1,
on se raméne au cas g(z,)=0, ce qu’on suppose désormais. |g] possédant un maxi-
mum relatif en z,, pour r=0 assez petitet O¢R, on a:

(3.3) 0 < Ze g(zo+re®) < |g(zo+1e?)| < g(20) = Re g(20),
donc
3.4) Re g(z,+re®) < Re g(z,).

g possédant la propriété de la moyenne, il en est de méme de Ze g ; alors (3.4)
ne peut étre satisfaite qu’avec 1’égalité, i.e.

3.5 Re g(z+re’) = Re g(2,) = g(2o)-

En portant dans (3.3) on trouve O<%Re g(z,+re'®)=|g(z,+re®)=g(z,), d’ou
g(zy+re®)=g(z,) pour r assez petit, donc g est constante au voisinage de z,.

3.3. Corollaire. — Soient D un ouvert borné connexe de C et g une fonction (a
valeurs complexes) continue sur D et possédant, dans D, la propriété de la moyenne.
Alors le maximum de |g| est atteint sur la frontiére de D.



48 PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

DEMONSTRATION. — D est compact ; la borne supérieure M’ de |g| sur D est at-
teinte en zy¢D ; si z,£D, Vensemble des points z ol g(z)=g(z,) est un ouvert
non vide d’aprés 3.2, il est fermé puisque g est continue, donc, a cause de la con-
nexité de D, il est égal & D et g est constante sur D ; comme g est continue, elle est
constante sur D. [

3.4. Corollaire. — Soit f une fonction holomorphe bornée sur un ouvert D de C.
Si |f| atteint son maximum en un point z,€D, f est constante sur la com-
posante connexe de z,. Si D est borné, connexe et si f a une extension continue
a D, alors Pextension de f atteint son maximum sur la frontiéve de D.

DEMONSTRATION, — D’aprés (3.1), f posséde la propriété de la moyenne, la 2°
conclusion résulte de 3.3 et de sa démonstration. La premiére assertion de 3.4 est
valide pour f continue possédant la propriété de la moyenne. [J

3.5. Lemme de Schwarz. — Toute fonction f holomorphe dans le disque B(0,1)
telle que : f(0)=0 et |f(z)|<1 pour tout zcB(0,1) posséde les propriétés
suivantes :

D |f(2)|<|z] pour tout zcB(0,1);

2) si, pour z,€B(0, DN{0}, on a |f(z))l=|z)l, alors f(z)=iz avec icC ;
|A]=1.

DEMONSTRATION. — f est développable en série entiére ) a,z" dans B(0,1) ;
/(@)

V-4

f{0)=0 équivaut a a,=0, donc

est holomorphe sur B(0,1) ; | f(z2)|<1

entraine : pour tout r<1,

/(2

z

(3.4)

<l our |z| =r
; P o

D’aprés le principe du maximum, (3.4) est valide pour |{z|<r, donc, sur B(0,1),

f (ZZ) <1. Si pour z€B(0, )IN{0}, ona : | f(zo)l =z [ (ZZ)

atteint 'son maxi-

mum en z, ; d’aprés le principe du maximum, est constante, égale 3 1 comp-

z
lexe de module 1. [
Remarque. — Dans les hypothéses du Lemme de Schwarz, on a [ f(0)|]<1 ; en

effet ]f’(O)Izlirr& f(—z)l< 1, d’aprés 1).
z—- 7
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4. Développement en série de Laurent

4.1. Série de Laurent dans une couronne

4.1.1. Soient f,(z)= Y, a,z" une série entiére convergente dans B(0, g;), O<g,<
n=9

< +oo
g()= Y. b,{" une séric convergente dans B(0, g5%), O<g,< +<o.

n>0

1
Alors, pour {z€C ; |z7'<g; "}, on a : g[—]= > b,z7" ; autrement dit la
: z

n>0
série f3(z)= Y. a,z" avec a,=b_, est convergente pour |z|>g,, normalement
n<Q

) 1
convergente pour |z|=r avec r=g, ; la fonction z—-— étant holomorphe pour
z

lz| >=0., la fonction f,(z) est holomorphe pour |z|=g,.

Supposons désormais O gy<g;=< +<o, alors la fonction f(z)=£(2)+/1(2),
somme de deux fonctions holomorphes, est holomorphe dans la couronne C(gy, 0,)=
={zcC ; gy<|zl=<p;}, en outre

(4.1 [y =3, a,z";

neZ

la série du second membre de (4.1) est appelée une série de Laurent dans C(o;, 0s),
sa convergence est normale dans C(ry, r;) avec gy<ry<<ri<<gy.

Une fonction f(z) définie dans une couronne C(g,, 0,) est dite développable en
série de Laurent dans C(g,, 0,) $’il existe une série de Laurent convergente dans
C(o0y, 05) dont la somme est f(z) pour tout zcC(g,, 02) ; la convergence est nor-
male dans C(r,, r,) comme ci-dessus.

4.1.2. Unicité du développement

Soit z=re', rclg,, 0of, on a : f(re®)= Y. a,r"e™. Considérons
ez

(4.2) e~ f(re'®) = EZZ a, e’ "= . pcZ,

La série du second membre de (4.2) converge normalement sur [0, 2x] pour r
fixé ; on peut donc I'intégrer terme a terme :

1 rom i _ 1 pom i po g — 4 -
(4.3) En“fo e~ f(re )do_nezzzt—f0 a, =P 4y — g 17 ;

les coefficients du développement de Laurent sont déterminés par f.
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4.2, Développement de Laurent d’une fonction holomorphe dans une couronne

4.2,1. Théoréme. — Toute fonction f(z) holomorphe dans une couronne C(g,, 05)
est développable en série de Laurent dans cette couronne.

DEMONSTRATION. — On va construire une série de Laurent dans C(g,, 0;) qui
converge vers / normalement dans C(ry, ry) pour g,<r,<ri<g;. Soient rj, rj ;
Op<Fy<Fy<ry<r¥<g, et y,=bB(0,r]) ; p,=bB(0,r)) ; alors y,—y,=bC(r{,ry).
D’aprés la formule intégrale de Cauchy appliquée & f pour z€C(ry, ry), on a :

§A0) 1 S0
f(z) = 27‘Cl/ thﬁfvz*—dt‘

t—z

. , 1
Calculons : (a) la premiére intégrale : |t|=r ; |z]<ri<ry ; T—:t—l(lfzt‘l)‘lz
—z

= Z Z"t="~1 ; cette série converge normalement pour #¢spty,, donc

n=0
1 S .
Et?fvl f—z de = n;()anz ’

1 t . _
avec anz-——'f J® ds, n€N ; la série converge normalement dans B(0, ry) ;
2ni oy, 71
. 1 . L.
drailleurs a,=——— [ =" £(;e™) d0.
2n " Jo
(b) la seconde intégrale : |f|=r, ; ry<rp<lzl, ——=—z"'(1—1z7) 1=
I—z
p—1,-p J(@)
= — Z t converge normalement pour 7€spty, ; alors ——— dt =
p>0 iy t—2
1 o o
= Z a,z" avec a,=—— dr ; n<0 ; la série converge normalement dans
n<0 2ni J oy T
CB(0, r,). Donc
(4.4) f(z) = Z ay 2" ;

la série du second membre converge normalement sur C(r;, r,). D’aprés lunicité
du développement en série de Laurent dans C(oq, 0,), les a, ne dépendent pas de
ry, Fy 3 f est développable en série de Laurent dans C(gy, 02). O

4.2.2. Théoréme. — Pour toute fcO(C(0ys00)), il existe ficO(B(0,0)) et
££O(CB(0, ) telles que f=f,+f, dans C(o, ). Cette décomposition est
unique si on ajoute la condition f,(z7)—~0 quand |z|->oco.

DEMONSTRATION. — Le développement de f en série de Laurent Y a,z" fournit
HeZ
les deux fonctions fi= ) a,z" et fo= Y, a,z", f:(z) tendant vers 0 avec —. Reste
n=0 n<0 z

a montrer I'unicité de la décomposition compte tenu de la derniére condition ; si
(A, /) est un autre couple alors f,—f, =/, —f, dans C(g,, g,) ; il existe une fonc-
tion holomorphe g dans C telle que g|B(0, g;)=fi—f, et glCB(0, g,)=f; —/f; et

1
g(z2)—~0 avec — ; d’aprés le théoréme de Liouville, g=0. O
z
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4.3, Inégalités de Cauchy ; points singuliers isolés

4.3.1. Soit f une fonction holomorphe dans la couronne C(g,, ;) ; elle est égale
a son développement de Laurent ), a,z" ; pour rclg,, o[, on a établi la for-

nez
mule
(4.3) a —iljz” =i f(re'®) do
. Ol i vl B4 re .

Soit M(r)= sup |f(re’®)| ; alors
9€10,27]
4.4) lal = r"M(r); néelZ.
Les inégalités (4.4) généralisent (2.4) et sont appelées aussi inégalités de Cauchy.

4.3.2. On appelle C(g, 0)=B(0, o)\{0} le disque épointé de rayon ¢ et on le no-
tera B*(0, ¢). Si f€O(B*(0, g)) ets’il existe g€O(B(0, g)) telle que g|B*(0, 0)=/,
on dira que g est un prolongement ou, de fagon équivalente, une extension de f a
B(0, 9).

4.3.3. Théoréme de prolongement de Riemann. — Dans la notation ci-dessus, pour
SeO (B*(0, 0)), les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f se prolonge en une fonction holomorphe sur B(0, 9) ;

(ii) f est bornée au voisinage de 0.

DfMONSTRATION, — (i)=>(ii) : évident ;
(ii)=() : il existe M=>0 et ry=0 tels que, pour O<r<ry, M(r)<M ; alors

Y a,z" désignant le développement de Laurent dans B*(0, ¢), les inégalités (4.4)
nEZ
sont valides ; pour n=<0, r~" tend vers 0 avec r, donc a,=0 : le développement

de Laurent de f est un développement de Taylor dont la somme est holomorphe
dans B(0, ¢) et prolonge /. [J

Dans les hypothéses de 4.3.3, on dit que O est une singularité apparente de f.

4.3.4. Fonctions méromorphes dans un ouvert de C

Soient 4 un ouvert connexe de C et u, v€0(4) ; les zéros de v constituent un
ensemble discret Z(v) de A ; z—u(z)v~*(z) est holomorphe sur ANZ(v). Soit
2o€Z(v), alors : u=(z—2zp)"u;(z) ; v=(2—2z)"v,(2), m=0, n=0, u, v, holomorphes
au voisinage de z,, 1,(2,)70, v,(29)#0, donc u(z)v™H(2)=(z—z)" "uy(2) - v '(2) ;
sim=n, uv~! a une extension holomorphe au voisinage de z, ; si m<n, u(z)-v=(z)=
=(z—2z¢)" "h,(z) ol hy est holomorphe au voisinage de z, et h,(z,)#0. Le point
Zo est appelé un péle de u-v=! et quand z-zg, |u(2)-v71(2)] > +oo. €(4) est un
anneau d’intégrité (2.2.3) ; I'ensemble des u-v~1 est le corps des fractions F(4)
de 0(4).

On appelle fonction méromorphe sur un ouvert D de C, toute fonction holomorphe
Ssurun ouvert D" de D tel que D\ D’ soit discret et possédant la propriété suivante :
tout point z,¢D a un voisinage ouvert connexe 4, dans D tel que f IAZDE F (AZO).
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L’ensemble des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe D constitue un
corps (D) et une C-algébre.

4.3.5. Soit fe0(B*(0, g)), si fn’a pas d’extension holomorphe & B(0, ¢), on dit
que O est un point singulier isolé de f ; d’aprés 4.3.3, cette condition équivaut a la
suivante : le développement de Laurent de f dans B*(0, ¢) a des termes non nuls
d’indices <0. Deux cas sont possibles :

1) il existe un nombre fini de a,=0 avec p<0, alors, il existe n tel que : f(z)=
=g(z)-z7", ou g est holomorphe, g(0)=0 ; donc f est méromorphe dans B(0, o)
de pdle O ; P'entier n est appelé la multiplicité du pble O de f ;

2) il existe une infinité d’entiers p<0 tels que a,=0 ; on dit que O est un point
singulier essentiel isolé de f.

Etant donnée une fonction holomorphe sur B*(z,, ¢)={z€C ; |z—-zol <@, 2%z},
le changement de coordonnée z+—z—z, raméne au cas ci-dessus ol z,=0.

4.3.6. Théoréme. — Si 0 est un point singulier essentiel isolé de fcO (B*(0, ¢)),
alors pour tout £>0, Im, f=f(B*(0, ¢)) est dense dans C.

DfEMONSTRATION. — Supposons que Im, f ne soit pas dense dans C, alors il existe
un point b€ C et un disque ouvert B(b, r) disjoint de Im,f, donc, pour z€B*(0, ¢),
| f(z)—bl=r ; la fonction g(z)=(f(z)—b)' est holomorphe et bornée dans
B*(0,¢) ; d’aprés 4.3.3 elle admet un prolongement holomorphe § & B(0,¢) ;
alors g(z)~! est méromorphe dans B(0, ¢), f(z)=b+g(z)"! est méromorphe sur
B(0,¢) et O est un pdle de £, ce qui contredit ’hypothése. [

4.4, Compléments sur les surfaces de Riemann

Il s’agit de compléter le n°6 du chapitre 1.

4.4.1. Applications holomorphes

Une application f: X—Y de surfaces de Riemann est dite holomorphe si elle
est continue et si elle posséde la propriété suivante : pour tout couple (h, U), (k, V)
de cartes holomorphes de X et Y respectivement tel que f(U)CV,

ko(flU)oh™t: h(U) — k()

est une fonction holomorphe de T'ouvert A(U) de .C a valeurs dans "ouvert k(V')
de C. En particulier, si Y=(C,id¢), f est dite une fonction holomorphe sur X.
Soit z 1a coordonnée dans h(U)c C, pour tout x€U, soit z(x)=z(h(x)) la valeur
de 1a coordonnée z en h(x) ; z est une fonction holomorphe sur U dite fonction
coordonnée locale (holomorphe) ; on désignera souvent la carte & par z. On note
O(W) Tanneau des fonctions holomorphes sur ouvert W de X. On définit, de
méme, 'anneau des fonctions méromorphes .4 (W) sur W ; si West connexe, .# (W)
est un corps.
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D’aprés la définition, si f est une fonction holomorphe sur I'ouvert de carte U,
sur lequel z est une coordonnée, alors F=foh~' est une fonction holomorphe
de z sur h(U) ; on la confondra avec f et on posera f(z)=F(z) ; cette convention
suppose la fonction coordonnée z choisie. De méme, la surface de Riemann X
¢étant munie d’une structure de variété différenticlle sous-jacente, on définit les fonc-
tions différentiables et les formes différentielles sur I'ouvert de carte U muni de la
coordonnée holomorphe z=x+iy ; (x,y) étant des fonctions coordonnées réelles.
Dans ces coordonnées les fonctions et les formes différentielles de degré 1 ou 2
ont la méme expression que dans un ouvert de C et s’écrivent a l'aide de x, y, dx,
dy, dz, dz.

4.4.2. Changement de carte

Soient 4 et &’ deux cartes holomorphes, de coordonnée z, z’ resp., de la surface
de Riemann X, de méme domaine U, alors @=HWoh™! : h(U)—-h(U) est une
application holomorphe et z'=¢(z) ; en tout point z de h(U), ¢’(z)#0. Si w est
une [-forme différentielle sur U, d’expression w=a(z)dz’+b(z")dz’ dans la co-
ordonnée 7/, elle s’écrit w=a(@(2)) - ¢’(z)dz+b(¢(2)) - ¢’ (z)dZ dans la coordonnée .

Soit w=a(z)dz+b(z) dZ une 1-forme différentielle sur 'ouvert U de X, pour
la coordonnée z. Si b=0 et acO(U), w est dite une 1-forme holomorphe ; si
ac M (U), o est dite une 1-forme méromorphe ; on considére également des formes
différentielles de degré 1, sur un ouvert de carte U, holomorphes dans UN\S ol
S est un ensemble discret et telles que les points de S soient des points singuliers
isolés de a dont un au moins est essentiel. Les notions de 1-forme différentielle
holomorphe, méromorphe, holomorphe sauf en des points singuliers essentiels isolés
sont invariantes par changement de cartes ; elles ont donc un sens sur une surface
de Riemann.

4.4.3. Exemples de fonctions mé

P
Toute fonction rationnelle fza, ou P, Q sont des polynémes en z dans C,

est une fonction méromorphe sur C ; elle s’é¢tend en une fonction méromorphe
sur P1(C), le point & I'infini est un péle si dg P>dgQ, un zéro si dg P=dgQ.

Toute fonction f méromorphe sur un ouvert connexe D de C définit une application
holomorphe de D dans P'(C) : soit P Tensemble discret des péles de f, alors
SIDNP : DNP—~C est holomorphe ; f: D—~P'(C) est continue. Soient (V, k)
une carte de P!(C) contenant e, U un ouvert de C tel que f(U)CV ; alors
kof : U—k(V') est une fonction holomorphe sur UN\(PN\U) bornée au voisinage
de chaque point de PNU ; d’aprés le théoréme de prolongement de Riemann, elle
a une extension holomorphe & U, donc f : D—~P1(C) est une application holo-
morphe.
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Si f: D—P! est une application holomorphe et si D est connexe, alors : ou bien
S est I'application constante f_ : D—oo ; ou bien f~'(eo) est discret et f est une
Jonction méromorphe sur D. En prenant une carte (k, V') de PY(C) et un ouvert
connexe U de C comme ci-dessus, si f~1(e=) un a point d’accumulation situé
dans U, alors f—f.. est holomorphe sur U et ses zéros ne sont pas isolés, donc

J=/<|U=0.

5. Résidus ; théoréme des résidus

5.1. Résidu en un point

5.1.1. Lemme. — Soient fcO(C(o1,0:)) et y un l-cycle de C(g, 0,). Soit

> a,z" le développement de f en série de Laurent dans C(gy, 05), alors
nez

1
(5.1) 37 fy f(z)dz = Ind (y, 0)a_,.
DEMONSTRATION. — Pour z€C(g4, ¢5), on a : f(z)=a_.z '+g(z) ; avec g(z)=
=Y az"; G@)= Y, a,z"*! est une série de Laurent dans C(g,, g,) et
n#—1 ntg=1n+1

dG(z)=g(z) dz.

Si y est un arc fermé, différentiable par morceaux, d’origine et d’extrémité g,
y : J=[0,n]>C(04, 0) est une application continue C?! sur chaque intervalle
[p,p+1]s PZO, RS n—1.

Alors fyg(z) dz= fJ g(r(®)-y'(®) dt:fj dG(y(1))=G(a)—G(a)=0. Donc

, 1 1 dz
(5.1 Eﬁfyf(z)dz =574 [ — =d@,0)a_,.

Si y est un l-cycle quelconque, c’est une combinaison linéaire finie, a coefficients
dans Z, d’arcs fermés ; (5.1) se déduit de (5.1)" par linéarité. O

5.1.2. Soient z la coordonnée dans C, z,6C et f€0(B*(zy, ¢)) ; on désignera par
a_,(f) le coefficient d’indice —1 du développement de Laurent de fen z—z,.
Pour r, 0<r=<yp et y=>bB(z,,#), On a :

1

(5.2) 57

[ f(@dz = a_.(f).

Soit ¥ un voisinage ouvert de {, dans C muni de la coordonnée { et ¢ une applica-
tion biholomorphe (i.e. bijective holomorphe ainsi que son inverse) de V sur un
voisinage ouvert U de z,=¢({,) dans C muni de la coordonnée z ; pour r<g
assez petit B(zy, r)ycU.

R

27i J o-10

(53) 5z [ f2)dz = Fe@)e @
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Soit
Y= 1; alors Yoy:[0,2r] >V
0 — Y (zy+re'%)
W (zo+re®) = Y (z) + (zo) re® +0(r), développement limité en z—z, = re'.
= {o+ @ " (zy) e +o(r),
o(r)

’
donc un cycle obtenu par petite déformation du cercle y'(z,)re™ quand r est assez
petit, alors Ind (3, {;)=1. (5.3) et (5.1) entrainent

o(r) est une fonction de r et 0 telle que tende vers 0 avec r ; d=¢ 'oy est

1

5.4 57

[, f)dz = as((fo9)- ).

5.1.3. Le coefficient a_; qui intervient dans la formule (5.2) est le coefficient d’indice
—1 du développement de Laurent du coefficient f de la l-forme différentielle
w=f(z) dz quelle que soit la fonction coordonnée z. On V'appelle le résidu de la
1-forme différentielle » en z; et on le note Res, @ ; on rappelle que o est une forme
holomorphe dans le complémentaire de z, dans un voisinage de z,, le point z, étant
un point singulier de o éventuellement essentiel.

D’autre part, la fonction ¢ de 5.1.2 peut &tre considérée comme définissant le
changement de carte z—{ ; la notion de résidu a donc un sens pour une forme dif-
férentielle sur une surface de Riemann.

5.14. Application : Résidu au point & Uinfini de la sphére de Riemann

Soit w=f(z) dz une forme différentielle définie dans le complémentaire, dans C,
d’un disque B(0, R) ; le développement de Laurent de f(z) dans CN\B(0, R) est,
dans la notation de 5.1.1,

f(2) = a_,z7t+g(2).

Soit {=z"1 dans C* ; { est une coordonnée locale de P'(C) au voisinage du
point a l'infini, {=0 ; le résidu de w en {=0 est

a_,(fC)A(CY)=—a-;.
1
Remarque. — a_, [ f (—C—]]:al est différent du résidu de w en {=0. Cependant,

lorsqu'une coordonnée z est fixée, on appelle aussi a_,(f(2)) le résidu de la fonction
S en z,, dans les notations de 5.1.3.
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5.2. Théoréme des résidus

5.2.1, Les notions d’arcs, de 1-chalnes différentiables, de 1-cycles se généralisent
d'un ouvert de C a une surface de Riemann ; il en est de méme de la notion de
compact a bord, de celle de 2-chaine différentiable, de I'intégration d’une forme
différentielle sur une chaine différentiable et de la formule de Stokes.

5.2.2. Théoréme. — Soient D un ouvert de la sphére de Riemann P'(C), S un
ensemble discret de points de D, o une 1-forme différentielle holomorphe sur
(D\S), A uncompact a bord de D, de bord y tel que spty(\S=0. Alors Pensemble
ANS est un nombre fini de points z,, k=1, ..., n, et

n
f o =2ni Y Res, ®
7 k=1

DEMONSTRATION. — AMS est compact et discret donc fini.
1) ¢ 4, alors 4 est un compact de C de coordonnée z ; chaque z, est centre
d’un disque ouvert B, tel que B, A et que B,NB,=0 pour k[ ; soit y,=bB, ;
= AUJ B, est un compact a bord de C, de bord bA’:y—; yx- D’aprés la

k
conséquence (ch. 1, 3.3.2) du théoréme de Cauchy et 5.1.1, on a :

n n
0=0, ie. [w=73 [ ©=21i) Res, o
bA’ b4 k=1" Yk k=1

2) <€A ; < est I'origine de C muni de la coordonnée {(=z"! en dehors de
oo et 0). Soit B(eo, r)={(¢C ; |{|<r}. On choisit » pour que B(e, r)Nspty=0
et B(eo, r)N{S\{o})=0. Soient A'=ANB(e,r) et yo=bB(e,r), A/CC (de
coordonnée z) et bA’=bA—bB(-=,r); [, 0={, w_fv,, o ; d’autre part, d’aprés

1
) — [, , 0= Res, w, donc [, o= Res, w+Res.. w. O
) 2ni fbA zEb;{eo} fv zésg(w)
5.2.3. Théoréme. — Soient D un ouvert de la sphére de Riemann P'(C), S un ensemble
discret de points de D, w une 1-forme différentielle holomorphe sur (D\S), I
une 2-chaine différentiable a support compact dans D de représentant 2 n;(Z;, F;),

ou F; est un difféomorphisme local d’un voisinage de Z; (dans R2) dans P(C),
de bord le 1-cycle y tel que sptyS=0. Alors, l’ensemble sptI'(\S est un nombre
fini de points 7, k=1, ...,n et

f o =2ni y, Ind(y, z) Res, o
k4 k=1

DEMONSTRATION. — La démonstration s’obtient immédiatement a partir de celles de
522¢tdech.1,51. O
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5.2.4. Théoréme de la somme des vésidus

Dans les hypothéses de 5.2.2,si A=D=P'(C), ona : y=0, le nombre de points
singuliers z; est fini, d’ou :

Théoréme., — Si w est une 1-forme différentielle holomorphe sur P(C) sauf en

n
des points isolés z;,, k=1,..,n, ona : ), Res, 0=0. [J
k=1

5.2.5. Remarques. — Le théoréme des résidus est valide sur toute surface de Rie-
mann. Le théoréme de la somme des résidus est valide sur toute surface de Riemann
compacte.

5.3. Calcul pratique des résidus

Soient z, un point de C, U un voisinage ouvert de z,, f une fonction holomorphe

dans U\z,.

5.3.1. Cas d’un pole simple

Si fune fonction méromorphe ayant z, pour pdle simple, alors f(z)=(z—z,)"1g(z)
ol g est holomorphe au voisinage de z, et g(z,)#0 ; le développement de Taylor
de g au voisinage de z, est g(z)= Y, a,(z—2z,)" avec a,=g(z,) ; alors

n=0

Res,, fdz = g(z,) = lim (2~ 2,)f(2).
u(2)

D’aprés 4.3.4, toute fonction méromorphe £, au voisinage de z,, s’écrit f(z)z(—) ;
v(z
si fa un pdle simple en z;, on peut choisir # et v tels que u(z,)#0, v(z5)=0, z,
étant un zéro simple de v ; alors par développement de Taylor v(z)=(z—z,)v'(zy)+
u(zo)

v (20) ’

+o(z—z,) ; d’aprés le premier alinéa, Res, f dz=

5.3.2. Cas d’un péle multiple

Si f'est méromorphe ayant z, pour pdle de multiplicité k, alors f(2)=(z—z,)"*g(2)
ol g est holomorphe au voisinage de z, et g(z,)0 ; alors par développement de

g% =P(z,).

Taylor de g en 25, on a : Res, fdz=—
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5.3.3. Exemple de résidu en un point essentiel isolé

Pour

flz) =é€'® —1+1+ +1 1+..., Res, fdz = 1.

5.4. Différentielle logarithmiqune

Soit f une fonction méromorphe au voisinage d’un point z,. Alors il existe une
fonction holomorphe g au voisinage de z, telle que f(z)=(z—z,)"g(z) avec g(zy)#0
et meZ.

Si m#0, la fonction logf(z) n’est pas définie au voisinage de z,, cependant sa
dz
z—2,
nage de z, et z, est un pdlesimple du premier terme du second membre avec résidu

m, multiplicité du zéro z, si m=0, opposé de la multiplicité du podle si m=0.

d d d
différentielle ——ff—(z):m +¥g—(z) Iest ; e est 1-forme holomorphe au voisi-
g g

6. Applications : zéros et pOles d’une fonction méromorphe ;
calculs d’intégrales par la méthode des résidus

6.1. Théoréme. — Soient D un ouvert de C, f une fonction méromorphe non cons-
tante sur D, A un compact a bord contenu dans D ; y=bA. Sifn’a pas de pole

1 zZ
sur spty et ny prend pas la valeur a, alors fy f () dz=n,(f—a)—

f@—
—np(f) ot ny(f—a) est la somme des multipltc:tes des zéros de (f—a) dans A
et np(f) la somme des multiplicités des péles de f dans A.
DEMONSTRATION, — g(z)———}—{)—(z)—— est la dérivée logarithmique de f(z)—a ; les
z)—a

zéros et les poles de f(z) —a sont les pbles de g(z) ; d’aprés le théoréme des résidus

1
Zlffy g(z)dz= EZ{Reszg ; d’aprés 5.4, le 2° membre est ny(f—a)—np(f). O

6.2. Théoréme. — Soit z, un zéro d’ordre k de la fonction f(z)—a dans laquelle
S est une fonction holomorphe non constante au voisinage de z,. Pour tout voisinage
V assez petit de z, et pour tout b assez voisin de a, Péquation f(z)=>b posséde
exactement k solutions dans V.

DEMONSTRATION. — Soit B(z,, #) un disque fermé centré en z,, de rayon assez

petit pour que z, soit I'unique solution de f(z)=a contenue dans B ; soit

y=bB(z,, r). Supposons r assez petit pour que f’(z) ne s’annule pas dans B*(z,, r)
"(z)dz d ..

/@ Cbzlnd ( foy, b) ; pour b assez voisin de

1 1
et beC, %fy 'f(z)__b=2_m-ff°7CT
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a, Ind (foy, b)=Ind (foy,a)=k, d’aprés ch. 1, 4.2 et 6.1. Comme f” n’a pas de
zéro dans B*(z,, r), toutes les racines de f(z)—b sont simples, donc au nombre
de k. O

6.2.1. Remarque. — 6.2 est un théoréme trés élémentaire de continuité des racines
d’une équation & premier membre une fonction holomorphe quand cette fonction
dépend de paramétres ; ici seul varie le terme constant du développement en série
en z—z,.

6.3. Théoréme de Rouché. — Soient D un ouvert de C, f,gc(O(D), y=bA o A est
un compact a bord contenu dans D. Alors si | f(2)|=>|g(z)| sur spty, le nombre de
zéros de f+g dans A est égal au nombre de zéros de f dans A.

6.3.1. On notera par le méme symbole un arc fermé et la fonction qui le définit.
Soient y;, 7, deux arcs (différentiables par morceaux) fermés : J—-C, dont les
supports ne contiennent pas 0 ; J est Uintervalle [0, n] de R et, sur [k, k+1]
k=0, ...,n—1, y, et y, sont C1. On considére I'arc différentiable fermé

172t J —~ C.
1> 71(0)7:(0)
6.3.2. Lemme. — Dans les notations ci-dessus, on a :

Ind (7, 72, 0) = Ind (y,, 0) +Ind (y;, 0).

DEMONSTRATION DU LEMME. —

, 5 (1 v2)’ n dy, n dy,
27i Ind ,0) = = dr= ["S0 L S
mi Ind (7172, 0) f f” Y172 f" Y1 fo Y2
- dz f £Z = 27i(Ind (3,, 0)+1Ind (3,, 0)). O

6.3.3. DEMONSTRATION DE 6.3. — D’aprés 6.1 et 6.3.2,

2ring (f) = ff((;)) ffoy dCC Ind (foy, 0)

2ning(f+g) = Ind ((f+g)oy, 0) = I“d[fov (1+f,°v] o] =

- goy
= Ind (foy, 0)+Ind(1+foy, o],

Mais

gof ]

<1, donc 0 est dans la composante connexe infinie de C\spt (1 +
oy

oy
et Ind[1+ﬂ, o]zo. 0
Joy
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6.4. Calcul d’intégrales par la méthode des résidus

6.4.0. 11 s’agit de calculer une intégrale définie d’une fonction /" de variable réelle,
sans expliciter de primitive, en procédant comme suit : I'intervalle d’intégration
détermine un arc différentiable y dans C ; la fonction f est définie sur spty. On
fait alors les hypothéses suivantes :

1) f a une extension F a un ouvert U de P1(C) contenant spty qui est une fonc-
tion holomorphe sur UN\S ou § est un ensemble fini de U disjoint de spty ;

2) il existe un arc différentiable par morceaux y” tel que spty’ cU ; spty S=0
et que y+7y" soit le bord d’un compact a bord I" contenu dans U ;

3) on sait évaluer l'intégrale de Fdz sur y’ ; alors (5.2.2),

[ fdz+[ Fdz=2ri Y Res, Fdz.
7 7 sesnr

Le calcul des intégrales fait intervenir des passages a la limite sur des paramétres
dont dépendent y, " et I' ; en outre il faut déterminer SNI" et, pour achever le
calcul de l'intégrale, i1 faut calculer les résidus de F aux points de §. Certains cas
ol SNspty=0 sont aussi accessibles. Il n’y a pas de théorie générale mais un
certain nombre de cas classiques que nous allons décrire.

On pose z=x+iycC ; x, ycR.

6.4.1. Intégrales de fractions rationnelles de fonctions trigonométriques

. P , .
Soit R:EEC(C, n) ou P, QcCI[¢, ], telle que Q ne s’annule en aucun point

du cercle unité {(£, n)€R?; £24y2=1}. On considére I'intégrale

2n .
I= fo R(sin t, cos t) dt.
. . dz . 1 1
Pour t€R, soit e=z ; alors idt=— ; sin t=—(z—2z71); cos t=— (z+z7Y).
z 27i 2
1 1 1
On pose F(z)=—iR (2— (z—z71), 3(z+z—1)]— ; F(2) est une fraction ration-
i z

nelleen z ; w=F(z)dz ; zéC ; y=bB(0,1) dans C ; soit S I’ensemble des pdles
de F. Alors
I=f w=2i Y  Res;o.
Y

seSMB(,1)

6.4.2. Intégrales de fractions rationnelles d’une variable réelle

Dans les notations de 6.4.0, soit U=P!(C) ; on suppose S disjoint de I'axe réel
et | lllrl}_ xf(x)=0 ; alors fest intégrable sur R et

I=f @ dx = lim [T f9dx.
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Exemple : R=—I—)EC(£) ; P, QcC[E] et deg Q=deg P+2.
Pour reRY, goit
I,={z¢C; Smz=0; |z| = r}.
Lemme A. — Soient 0,, 0,cR tels que 0<0;<0,<2r, r€R: ; z=re" ; 6(6,,0,)=

={re", 0¢ [0, 0,] ; r=r,} ; V un voisinage ouvert de o(0,,0,) dans C ; FEO(V\S),
S fini, telle que

6.1 | lliT zF(z) = 0.
Soit 8, : [0,,0,]-C (0—z=re"), alors

Jim f N F(z)dz =0.

DEMONSTRATION. — Pour r=ry, soit M(r)= sup |F(2), alors |f, F(z)dz|=
z€a(01,02) "
lz[=r

=|fgj F(re®®)e'®r d9|<M(r)r(02—01) qui tend vers 0 quand r—-4o d’aprés
6.1). O
Lemme A’. — Soient t(0, 0;)={re”, 0¢[0,,0,] ; 0<r<ry} ; V un voisinage de
(01, 0,) dans C ; FEO(V\S) telle que
6.1y |li1mo zF(z) = 0,
alors

6"

r~0

Dans les hypothéses du début de 6.4.2, pour 6,=0, ,=nr, on a :
+r
f o F(z)dz = [ S f)dx+ f , F(2)dz.

Quand r— +oo, [, F(z)dz—0 d’aprés le lemme A4 et [*7 f(x)dx tend vers I
parce que f est intégrable sur R, donc

I=2ri Y Res,Fdz.

s€ESNT,

6.4.3. Intégrales de fonctions ayant €' en facteur

Proposition. — Soient f une fonction de la variable réelle x admettant une exten-
sion holomorphe F, & U\S ou U est un voisinage ouvert de H={z¢C ; $m z>0}
dans C et S un ensemble fini de U disjoint de laxe réel, alors si

6.2) 11161}11 F(z2) =0,
|z| >+ oo
on a
6.3) lim [ f(x)e*dx =2 Y Res, F(z)e" dz.
r— +oo —-r s€SNH
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Lemme B. — Soient V un voisinage ouvert de o(6,,0,) dans C, pour 0<0, <
<O,<n et pour spts,NS=0, J(")Zfa, F(z)e"dz ; si lim F(z)=0, alors

z€0(0,,8,)
{z]—+>+ oo

lim [, F(z)e*dz=0.

r—>+oo
DEMONSTRATION, — Soit
M(r) = sup |F(2)],
zEsptd,
alors

7 ()] < M(r) 'f,; i (cos0+isin)0 .0 d0| < M(r) j‘:’e—rsiuerde<

< M(r) f: e "0 df = 2M(r) f:/z e~"sin0r df car sin 6 = 0.

sin ] 26
Mais, pour 96[0 ] — = <! ; —sin 0= ———
2 i
f w2 -—rsme de /‘ﬂ/Z —(r/n)e d0<[ T -2r9/n]+°° . T
o r = —5e o = ?.
Quand r—-+4o, M(#)—0, donc J(r)-0. (O
DEMONSTRATION, DE LA PROPOSITION. — bl =[—r, +r]+6(r), le lemme B et le

théoréme des résidus entrainent la conclusion. [J

6.4.3'. Corollaire. — Dans les hypothéses de la Proposition 6.4.3 et si f(x)e™™ es
intégrable sur R, on a :

[T fedx =2ni Y, Res,F()e"dz. O

sESNH

6.4.4. Voici un cas ou SMspty=0.

Lemme C. — Soient U un voisinage ouvert de H={zcC ; $mz=0} dans C,
F une fonction holomorphe sur UN\S ou S est un ensemble fini de U tel que
SN{zeC ; Smz=0}={0}, O étant un péle simple de F ; y, : [0,n]-H avec
e>0 et y,(0)=¢ee®, alors

limf F(z)dz = ni Res, Fdz.
e~+0 Ye

.. a
DfMONSTRATION. — Au voisinage de 0, on a F(z)=—-+h(z) ol acC et ou h
z

est holomorphe au voisinage de 0, alors [, F(z)dz=a [§ id0+ [ L h()dz 5 h
étant continue en 0, quand &—0, son intégrale sur y, tend vers O ; en outre
a=Res, Fdz. 0O

. Sinx

ExemMPLE, — I= {} dx aunsens ; ona:

1 ;4 sinx

T R T R st |



CALCULS D’'INTEGRALES PAR LA METHODE DES RESIDUS 63
compte tenu des lemmes B et C et du théoréme des résidus,

1 ..
I—E!Ln; ¥ Z 2°

6.4.5. Remarque. — Les résultats de 6.4.3 4 6.4.4 se généralisent au cas ou le facteur
€™ est remplacé par e=™, ycR et lorsque f(x)e=™ est intégrable en x sur R ;

1 .
ils donnent des moyens de calcul de la transformée de Fourier 5 [I2 fix)e~™dx
7

de 1.

6.4.6. Intégrales de fonctions ayant en facteur x=* ; ac |0, 1|

Soit R(2)€ C(z) sans pble sur y=0 ; x=0 avec R(x)—>0 quand x-—< ; alors
x~*R(x) est intégrable sur R, ; il s’agit de calculer I= fo < x~*R(x) dx.

Pour toute détermination /(z) de logz, on a la détermination e-*® de z~°

Soit ¥=C\R_, on a les déterminations principales Argz et Logz=log |z|+
+Argz (ch. 1, 1.5 et 1.6). Sur ¥, on a également la détermination continue
Log z+2im.

Notons qu’une détermination continue de log z sur un ouvert simplement con-
nexe (ch. 1,5.4) de C* est déterminée par sa valeur en un point. Soit ac¥V, Sma=0;
considérons la détermination continue /;(z) de logz sur V,=C\R, telle que
li(@)=Loga ; on a [ (a)=log |a|+i(2n—Arg a).

Soit /,(z) la détermination continue de logz sur V telle que l,(a)=/(a) ; alors
pour x€R,, on a : L(x)=log x+2ir.

Considérons les ouverts simplement connexes de C*

T S5n
74 ={zEC; -z =argz < —4—}

St s
W2={zEC; -—T<argz<z}.

Soit 4,(z) la détermination continue de logz sur W qui coincide avec Logz

i Sn
pour ——Z<arg z<<7 et avec I;(z) pour O<arg Z<T. De méme soit A,(z) la
S . . . 3n
détermination continue de log z sur W} qui coincide avec /;(z) pour —4—<arg z<2rm

7
et avec [, pour —n<arg z<—;.

Alors, T'axe réel privé de l'origine est contenu dans W,(\W;. Considérons les

arcs
v, : [0, 27]30 > z = ge'?

8, : [0,27]30 — z = re®
J,.:[—¢& —r]Pt—z=1t
J,ler]dt—z=1.
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L’ensemble Z des p6les de R(z) est fini, on choisit » tel que sptd,NZ=@ et on
modifie J;, légérement en J; de fagon que sptJ,cW,NW, et sptJ NZ=0.
Soient f;(z)=e"*%® R(z) ;
7e = 7:ll0, 75 2 = yellm, 2n] ' = =i+ T +01=T7
0 = 68,/[0, n] 5 07 = S,l[m, 2n] |y* = —yE+ I+~
Soit I'V le compact & bord de C* de bord y/ (j=1,2). f; et f; coincident sur
sptJ,, 5 pour z=x=>0, f,(x)=e %"/ (x).

r

D’aprés le théoréme des résidus appliqués aux fonctions f; et f; respectivemem,
ona:

fy‘fjdz=2m' Y Resf;;
J

sETINZ
les résidus de z=*R(z) dépendent de la détermination continue choisie de z—*

fé f;dz—0 quand r— +eo. f f;dz—0 quand ¢—0, d’ol, quand r et 671> + o,
r Yeld
[, frdz+ [ fidz~(1—e %) ] = 2ni } Res,z"*R(2).
7 Y s€Z

6.4.7. Intégrales de fonctions ayant logx er facteur

Soit R(z)€ C(z)sans pdle sur y=0 ; x=0telle que xljinw XR(x)=0, alors R(x)log x
est intégrable sur R, ; il s’agit de calculer 'intégrale I= f 07 R(x) log x dx.

On utilise le méme cycle d’intégration qu’en 6.4.6 et on intégre la fonction
R(z)(log z)? ; on obtient, pour 7 et &~ +co,

j:"" R(x)(log x) dx—[:“’ R(x)(log x+2ni)* dx ;
d’ou
64) —2f " R(logxdx—2ni [ T R(x)dx = ¥, Res,[R(z)(log 2)?].
] 0 s€Z

Si I'on sait calculer J= f o R(x)dx (cf. 6.4.2), la formule (6.4) fournit I ; en
outre si R(x) est a valeurs réelles il en est de méme de I et de J et (6.4) donne I et J
par séparation des parties réelle et imaginaire du second membre.



3 ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES SUR
UN OUVERT DE C, TRANSFORMATIONS CONFORMES

Soit D un ouvert de € ; on munit I'espace %(D) des fonctions continues sur D
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact (ou topologie de la
convergence compacte) et |'espace @ (D) des fonctions holomorphes, de la topologie
induite. A P'aide de la formule de Cauchy non homogene sur D, pour tout compact
K de D, on majore le module de la dérivée j-iéme d’une fonction uc@(D) sur K,
par le produit, par une constante universelle c;, de la norme L' de u sur un compact
a bord contenant K dans son intérieur. Il en résulte : (1) toute suite de O(D) con-
vergente dans #(D) converge dans O(D) ; (2) toute suite de ¢(D) uniformément
bornée sur tout compact posséde une sous-suite convergente dans ¢(D). (1) entraine
que O(D) est un espace de Fréchet et (2) que toute partie bornée fermée de O(D)
est compacte. (1) permet I'étude des séries de fonctions méromorphes et des pro-
duits infinis de fonctions holomorphes avec des exemples classiques dont la fonc-
tion I' et les théorémes de Mittag—Leffler et de Weierstrass dans € qui seront géné-
ralisés au chapitre 4. On étudie ensuite, localement, les applications holomorphes,
Jd’ol: toute application holomorphe non constante sur un ouvert connexe est ouverte;
toute application holomorphe au voisinage d’un point régulier est une transformation
conforme, i.e. conserve les angles. Enfin, le théoréme de représentation conforme
le plus simple est établi : tout ouvert simplement connexe de C, distinct de C,
est isomorphe au disque unité ; cela résulte de la conséquence de (2) ci-dessus et de
I'étude exhaustive des automorphismes du disque unité.

1. Convergence d’une suite de fonctions holomorphes

1.1. Rappel

Soient D un ouvert de C et 4 un compact a bord de D de bord 7, alors, pour
tout point (¢ A\spty et pour toute fonction u C! dans un voisinage de 4,

(1.1 u(() = 2m[f “(Z)d fA@“—f_E%@dzAdz]

c’est un cas particulier de la formule (5.1) du chapitre 1.

Pour toute fonction u continue dans un voisinage de 4, on pose ||u[ ,= f 4luldxdy;
la fonction w—|u|, est une semi-norme sur l'espace vectoriel des fonctions con-
tinues au voisinage de A.
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1.2. Théoréme, — Soit D un ouvert de C, pour tout compact K de D, pour tout
compact & bord A de D tel que K CAO, il existe des constantes c; (JEN) telles
que, pour tout uc((D), on ait

sup |”(j)(C)| =< ¢;llull4
(€K

oit uY est la j-ieme C-dérivée de u.

DEMONSTRATION. — Soit f une fonction C™ a support compact dans A et égale a
1 sur un voisinage de K ; pour toute u€ (D), Yu est C* & support compact dans
A ; la formule (1.1) entraine

(12) OO = 5 [ MDD gz gz,

On a JY/9z=0 au voisinage de K, donc il existe =0 tel que (Y/0Z)(z)=0 en-
traine |[z—{|=n pour (€K. Pour (€K, le premier membre de (1.2) est égal a
u(@)et

W@OUPDE 4 o] 1 ]
[ IR 6 dz| < swp 90D [ 21u(z)| dxhdy

|9 /0Z|, continue et a support dans A, est majorée par une constante a=0, d’oi

sup [u(Q] < ¢y llully avec ¢ =—n7ta.
ECK b

(OY/9Z)(z)=0 pour z dans un voisinage de K dans A, donc, pour tout jEN, pour
tout (€K, la fonction u(d/9z)(z)(z—{)~7—! est continue et

uDQ) = 5t [ u@BOD) (D)~ 1dzNdz ;

7141
le raisonnement ci-dessus est valide pour tout jEN. [

1.3. Corollaire. — Soit (u,) une suite de fonctions holomorphes sur D qui con-
verge uniformément sur tout compact de D vers une fonction u. Alors u est holo-
morphe sur D ; de plus la suite (u)) converge vers u’, uniformément sur tout com-
pact de D.

1.3.1. Lemme, — Soit (U,) une suite de fonctions différentiables sur un ouvert
D de R%, ¢ valeurs dans C, convergeant en tout point de D vers une fonction U ;
alors, si la suite (U)) converge uniformément sur tout compact vers une fonction V,
la fonction U est différentiable et U’ =V.

DEMONSTRATION. — Soit x€D, montrons que U est différentiable en x et que
U'(x)=V(x). Pour tout £=0, il existe n; tel que

(1.3) pour m=n,, [V(x)-U,(x)| <eé&. (*)

(*) | | signifie : norme euclidienne dans C ou norme dans F(R? ; R?).
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Il existe r=0 tel que K=B(x,r)cD, alors pour tout (m,n)cN2, pour tout
yeK

|U(0) = Up(0) =(Up ()~ Up ()| < Iy —| sup |Un(2)— Up(2)

d’aprés le théoréme des accroissements finis.
Comme la suite (U,) converge uniformément sur K, il existe n, tel que n, m=>n,
entraine :
sup U7, (2)—U,(2) < &,
ze K

donc
(1.4) UM —Uu(»)—(Ux)—Up®))| = |UG) - U®) = (Un(3) = Un(x)| <

< slly—xl.
Pour m fixé =n,, n,, par définition de U, (x), il existe r tel que ||y —x|<r entraine
(1.5) U ()= Un(x) = Un(x)(y—x)| < & y—x|
Alors
UG = U@~V @ =3 < [Up) = U =(Un(3) = Un@)| +
FNUp(1) = Up(%) = Up () (=) + {(Un () =V () (v —x)| = 3elly—xli,

d’apres (1.3), (1.4), (1.5).
‘Cela prouve 'existence de U’(x) et U’(x)=V(x), pour tout x¢K. [J

DEMONSTRATION DE 1.3. — Soit K un compact de D ; pour tout compact a bord
Ade Dtelque K A, |u—u,) ,~0 quand n—oo, donc la suite ||u,| 4 est une suite
de Cauchy, alors d’aprés 1.2, la suite (du,/dz) est de Cauchy pour la norme sup [ 1,

i.e. elle converge vers une fonction v uniformément sur K, de plus du,/0z=0 puisque
u, est holomorphe donc, pour z=x+1iy, (x, y)€R et U,(x, y)=u,(x+1iy), oU,/0x
et oU,/dy convergent uniformément sur K. D’aprés 1.3.1, Jdu/dz et Qu/dZ existent,
3u/32=)}i12 0u,/0z et Bu/32=}£r£1° ou,/0z=0, donc u est holomorphe et, d’aprés
1.3.1, u, converge vers " uniformément sur K. [

1.4. Théoréme. — Soit D un ouvert connexe de C. Soit (u,),.n une suite de fonc-
tions holomorphes, sans zévo dans D, qui converge uniformément, sur tout com-
pact de D, vers la fonction holomorphe u, alors, ou bien u=0, ou bien u est sans
zéro dans D.

DEMONSTRATION. — Supposons #=0 et soit z, un zéro de u ; D étant connexe, z,
est isolé, de multiplicité k=0 ; si B(z,, r)C D est assez petit, B*(zy, 2r) ne con-
tient pas de zéro de u et

_ 1 v (2) . -
=5y i dz ou y = bB(zy,#), d’aprés ch. 2, 6.1.
- o . - o un(2)
D’aprés 1.3, P'intégrale ci-dessus est la limite des intégrales f e dz quand
u,(z

n-eo, donc k=0, contradiction. [
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1.5. Corollaire. — Soit D un ouvert de C ; soit (u,),.n une suite de fonctions
holomorphes, injectives : D—+C qui converge uniformément sur tout compact de
D, alors, ou bien la fonction limite u est constante, ou bien elle est injective.

DEMONSTRATION. — Soient z,, z,€ D, z,7#2,, tels que u(z))=u(z,)=a, u n’étant
pas constante ; soient B;, B, deux disques ouverts disjoints contenus dans D et
centrés en z,, z, respectivement. Alors u(z)—a a pour zéro z; dans B, et z, dans B,.
D’aprés 1.4, pour n assez grand, u,—a a un zéro dans B, et un zéro dans B,, ce
qui contredit ’hypothése. 0O

1.6. Théoréme. — Soit f=) v, une série de fonctions holomorphes sur Pouvert
n=0

D de C. Si f converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D,
alors f est holomorphe et ) v, converge uniformément (resp. normalement) sur
tout compact vers f’.

D
DEMONSTRATION. — (a) Soit u,(z)= > v,(2), la conclusion pour la convergence

n=0
uniforme résulte de 1.3 appliqué a la suite ().
(b) Si (u,(z)) converge normalement sur tout compact de D, d’aprés 1.2 et la
démonstration de 1.3, la suite () converge normalement sur tout compact ; la
convergence normale sur une partie impliquant la convergence uniforme sur la

oo

méme partie, d’aprés (a), ona : Y v,=f. O

n=0

2. Suite exhaustive de compacts d’un ouvert D de R® théoreme de
Stieljes—Vitali—Montel

2.1. Théoréme. — Pour tout ouvert D de R? il existe une suite croissante de
compacts (K), (i.e. K,CK,.,), de D telle que tout compact K de D soit contenu
dans Pun des K, ; en outre | J K,=D.

n

Une telle suite (K,) est dite exhaustive.

DEMONSTRATION. — Considérons les disques fermés contenus dans D dont les coor-
données du centre et le rayon sont rationnels ; ils forment un ensemble dénombrable

— n =3 - .
que 'on range en une suite (B,),.n ; pour tout n, K,= J B;, réunion finie de
i=0

compacts est compact et K,CK, ;.

Les intérieurs B; des disques forment un recouvrement ouvert de D, donc tout
compact K de D est contenu dans une réunion finie de B;, donc dans un K,.

Pour tout z€D, {z} est compact, donc il existe » tel que z€K,, d’on la derniére
assertion. [J

2.2. Théoréme de Stieltjes—Vitali—Montel. — Si (u,) est une suite de fonctions
holomorphes dans un ouvert D de C et si cette suite est uniformément bornée sur
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tout compact de D, alors il existe une sous-suite (u,) convergeant uniformément
7
sur tout compact de D vers une limite u qui est holomorphe dans D.

DEMONSTRATION. — (2) Soit K un compact de D et soit 4 un compact a bord de
Dtel que Ko A4 ; (u,) étant uniformément bornée sur le compact 4, la suite |[u,]| 4
est bornée ; d’aprés 1.2, la suite des dérivées premiéres () est uniformément bornée
sur K ; il en résulte, d’aprés le théoréme des accroissements finis, que la suite (x,)
est équicontinue sur K (i.e. pour tout >0, il existe #=0 tel que, pour tout nEN,
pour tout couple (z,{)€K? satisfaisant a |z—{|<#, on ait |u,,(z)—u,,(C)]<s) ;
de plus, pour tout z€K, pour tout #EN, u,(z) est dans un disque fermé de rayon
fini, donc compact, alors d’aprés le théoréme d’Ascoli, 'ensemble {u, ; neEN}
est une partie relativement compacte de 'espace C*(K ; C) des fonctions con-
tinues sur K, a valeurs dans C muni de la norme de la convergence uniforme, donc
il existe une sous-suite de (v,) uniformément convergente sur K.

(b) Considérons une suite exhaustive de compacts (K,) de D (2.1). Alors, pour
g<p, toute sous-suite de (u,) uniformément convergente dans K, converge uni-
formément dans K,.

Soit (u,) une sous-suite uniformément convergente sur K, posons vf=u, ;
alors la suite (vf) est uniformément bornée sur K, ,, donc il existe une sous-suite
(vf’k) qui converge uniformément sur K,.; ; posons vﬁ“zv{; ; on définit ainsi,
par récurrence sur p, une sous-suite (vf) de (u,) uniformément convergente sur K, et
telle que (vf*?) soit une sous-suite de (v}) ; la suite (w,) avec w,=vb est une sous-
suite de (u,) qui converge uniformément sur tout K, (p€N), donc sur tout com-
pact de D, d’aprés 2.1, vers une fonction #. L’hypothése de 1.3 est satisfaite par
(w,) donc la limite u de la suite (w,) est holomorphe sur D. 0O

3. Topologie de P'espace des fonctions continues sur un ouvert D
de C ; espace des fonctions holomorphes sur D

3.1. L’ensemble C(D)=C°(D ; C) des fonctions continues sur D a valeurs dans
C est un C-espace vectoriel. Pour tout compact K de D, I'application

C(D) - R,
f=px(f) = sup /(2]
est une semi-norme, 1.€.,
pour f,g€C(D), px(f+8) = px(f)+prk(g)
pour A€C, feC(D), px(f) = I12pk(f)

mais pg(f)=0 entraine seulement f|K=0.
Pour tout £=0, la semi-norme py définit la pseudo-boule fermée de C(D), centrée
en 0, de rayon ¢

V(K &) = {feC(D); px(f) <.
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3.1.1. Proposition. — Le compact K étant fixé, la semi-norme p; munit C(D)
d’une topologie ©, bien déterminée, invariante par translation, pour laquelle
Paddition et la multiplication par les scalaires sont continues.

DEMONSTRATION. — La semi-norme p définit I’écart
gx : C(D)XC(D) ~ R,
(f, &) — px(f—28)

gx posséde les propriétés d’une distance, & cela prés que ¢x(f, g)=0 n’entraine
pas nécessairement f=g.

Pour tout feC(D), pour tout &>0, soit W/ ={geC(D) ; qx(g,f)<e} ; l'en-
semble {W' ; ecR,} satisfait aux axiomes d’un systéme fondamental de voisi-
nages de f/ dans une topologie bien déterminée de C(D). Pour toute h€¢C(D), on
a : qx(f+h,g+h)=qg(f,g), donc, par la translation h, W=V (K,¢€) est trans-
formé en W* : la topologie ci-dessus est invariante par translation.

La continuité de I’addition et celle de ’homothétie se vérifient immédiatement. [J

3.2. Proposition. — K décrivant la famille des compacts de D et ¢ décrivant RY,,
C(D) est muni d’une topologie unique 1, invariante par translation, dans laquelle
les parties V(K, &) constituent un systéme fondamental de voisinages de 0 et
pour laquelle Uaddition et Phomothétie sont continues.

DEMONSTRATION. — La topologie T est la borne supérieure des topologies 7, quand
K décrit la famille des compacts de D ; alors un systéme fondamental de voisinages
de O est formé des parties DJ V(K;,¢;), ou (K));c; est n’importe quelle famille
finie de compacts de D ; n;;is V (K, e)NV(K,, &) DV (K UK, inf (g, &) ; les
V(K, &), avec K compact et ¢€R%, constituent donc un systéme fondamental de
voisinages de 0. [0

3.3. Proposition. — La topologie T peut étre définie par une distance invariante
par translation.

DEMONSTRATION. — Soit (K;) une suite exhaustive de compacts de D, on pose :
Pi=Px, ; pour toute JeEC(D),

5(f) = X 27 int (L p()s (B < X 27 = 1)

pour f,gcC(D), d(f,g)=06(f—g). On montre que d est une distance invariante
par translation qui définit Ia topologie t ; ce dernier point se vérifie ainsi :

1) tout V(K, &), avec e<1, contient une boule (centrée en 0) pour d. Soit 7 tel
que KcK;, alors d(f,0)=58(f)<2"'¢ entraine : p,(f)=<e, donc B(0,2~'¢)C
cV(K;, &)V (K, g).

2) Toute boule B(0, &) pour d contient un V(K, &) ; soit i tel que 2~ '<271¢,
alors feV(K;,271¢) entraine

8(N)=p(H+27 <=+2"=e. O
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3.4. Theoréme. — L’espace C(D) muni de la topologie t (dite topologie de la
convergence compacte) est un espace vectoriel topologique (E.V.T.) localement
convexe, métrisable et complet (i.e., par définition un espace de Fréchet).

DEMONSTRATION. — E.V.T. signifie : espace vectoriel muni d’une topologie rendant
les deux lois de compositions continues ; localement convexe signifie : I'origine,
donc tout point, a un systéme fondamental de voisinages convexes : c’est le cas des
V(K,¢).

C(D) est métrisable : on vient (3.3) de construire une distance d sur C(D) com-
patible avec 1 ;

C(D) est complet : il suffit de vérifier (puisque C(D) est métrisable) que la limite
de toute de fonctions de C(D) qui converge uniformément sur tout compact est
continue (i.e. continue en tout point de D), ce qui est immédiat. [

3.5. Théoréme, — Le sous-espace O (D) de C(D), i.e. le sous-espace vectoriel muni
de la topologie induite par 1, est fermé dans C(D), donc complet, et Papplica-
tion

O(D) ~ O(D)

ff
est continue ; en particulier, O(D) est un Fréchet.

DEMONSTRATION. — La conclusion résulte de 1.3. O

3.6. On suppose, dans la suite, ¢(D) muni de la topologie de la convergence com-
pacte.

3.6.1. Proposition. — Si ACO(D) est compact, alors A est fermé borné.

DEMONSTRATION, — (@(D) est séparé, car il est métrisable, donc 4 compact est
fermé. Pour K compact de D, I'application ¢, : 0(D)—~R est continue. Donc,
f>sup | /(2

si A est un compact de O(D), ¢x(A) est compact, donc borné, dans R : alors les
Jf€A sont uniformément bornés sur K, donc pour tout compact K de D, il existe
g4 tel que ACV (K, e,), ie. pour tout élément V(K,g) du systéme fondamental
de voisinages de 0 considéré, il existe A€R, tel que ACV (K. le)=AV (K, ¢), ce
qui signifie (par définition) que 4 est borné ; cela équivaut au fait que A4 est con-
tenu dans une boule B(0, r) pour la distance d sur ¢(D). O

3.6.2. Théoréme. — Toute partie fermée bornée de (O(D) est compacte.

3.6.3. Lemme. — Si un espace métrique E posséde la propriété suivante : toute
suite (u,) de E posséde une sous-suite (u,,s) qui converge, alors E est compact.

[C’est un résultat élémentaire de topologie générale sur les espaces métriques.]

3.6.4. DEMONSTRATION DE 3.6.2. — Soit 4 une partie fermée bornée de O(D) ;
d’aprés la démonstration de 3.6.1, 4 borné signifie : pour tout compact K de D, les
Jf€A sont uniformément bornées sur K.
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Soit (u,) une suite d’éléments de A4 ; elle est uniformément bornée sur tout com-
pact de D, alors, d’aprés le théoréme 2.2, il existe une sous-suite (¢, ) convergeant
uniformément, sur tout compact de D, vers une limite u€ (D) ; A étant fermé,
uc A ; d’aprés 3.6.3, A est compact. [

4. Séries et produits infinis dans un ouvert D de C

4.1. Convergence d’une série de fonctions méromorphes

Soit (f,),cn une suite fonctions méromorphes sur I'ouvert D de C.

4.1.1. On dit que la série ), f, converge uniformément (resp. normalement) sur
une partie 4 de D s’il existe un sous-ensemble fini J de N tel que
1) pour tout nENN\J, f, n’a pas de pdle dans 4 ;

2) Y. f, est uniformément (resp. normalement) convergente sur 4. La con-
nENN\J

vergence normale implique la convergence uniforme.

4.1.2. On considére désormais les séries de fonctions méromorphes convergeant uni-
Jormément (resp. normalement) sur tout compact K D.

Pour tout ouvert Ucc D, il existe ny=n,(U) tel que, pour n=n,, f, n’ait pas
de podle dans U, donc soit holomorphe sur U, alors :

(4.0) =X ht2 fus

n=ng n>ny

la somme finie de fonctions méromorphes Y, f, est méromorphe et Y, f, est

n=ng n>ng

uniformément (resp. normalement) convergente sur tout compact de U, donc est
holomorphe sur U d’aprés 1.6.

Alors f est une fonction méromorphe sur U indépendante du choix de ng.
4.1.3. Théoréme. — Soit Y f, une série de fonctions méromorphes sur D ; si

neEN
elle converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de D, sa somme

f est méromorphe sur D.
La série Y, f] converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact
nEN

de D et sa somme est la fonction méromorphe f’.

DEMONSTRATION. — D’aprés 4.1.2, f est méromorphe sur tout ouvert relativement
compact de D, donc au voisinage de tout point de D, i.e. sur D.

Soit U un ouvert relativement compact de D ; soit ny=n,(U), alors dans l’ex-
pression (4.0) de f, la série Y, f, est uniformément (resp. normalement) con-

n>ng

vergente sur tout compact de U ; d’aprés 1.6, il en est de méme de Y, /), donc

n>ng

d’aprés la définition 4.1.1, de la série de fonctions méromorphes Y. /7. Tout com-
pact de D étant contenu dans un ouvert Ucc D, la convergence a lieu sur tout
compactde D. O
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4.1.4. Remarque. — Ce qui précéde du n° 4.1 est valide pour la somme fn de
neZ
deux séries de fonctions méromorphes Y. g, 2. h, OU 86=/fo ; & =Sus Wy=F-n
neN REN*

pour nEN*, les séries Y g, et . h, convergeant normalement sur tout compact
de D.

4.2. ExempLE. — Série (4.1) Y. (z—n)~2

neZ
4.2.1. Lemme. — La série (4.1) converge normalement sur tout compact de C.
DEMONSTRATION. — Soit x=%e z, alors tout compact K est contenu dans une

bande B(x,, x;) : xp<Xx=<x; de C ; lintervalle [x,,x;] contient un nombre fini
d’entiers ; soit z€ B(x,, X1), pour n=Xx,, [(z—n)~3 est majoré par (x,—n)~2 ; pour
n=>Xx,, |(z—n)~?% est majoré par (x,—n)"2, donc la série (4.2) > (z—n)7?
LIVANENEH|
converge normalement dans fS(xg, x;) ; les termes de (4.1) omis dans (4.2) sont
méromorphes, a pbéles dans S(x,,x;) et en nombre fini, donc (4.1) converge

normalement dans fB(x,, x;) et a fortiori dans K. O

4.2.2, Propriétés de (4.1,) :

(a) La somme f(z) de (4.1) est méromorphe dans C, d’aprés 4.1.3, et admet la
période 1 : fz+1)=f(2) ;

(b) Les poles sont les entiers rationnels, sont doubles et de résidu nul, car au voi-
sinage de ncZ, f(z) est égale 4 (z—n)~2? a l'addition prés d’une fonction holo-
morphe.

(¢) Soit y=4mz, alors qguand y—<, f(z) tend vers O, uniformément en Xx.

A cause de la périodicité de 7, il suffit de vérifier (¢) dans une bande f(x,, X;)
de largeur supérieure a 1. Dans f(x,, x;), la série (4.1) est normalement conver-
gente ; quand |y|—-eo, chaque terme (z—n)~?% tend vers O uniformément en Xx,
donc f(z) tend vers O uniformément en x.

4.2.3. Proposition. — On a :
2
7
f@= Y @-n?= ( ] :
neZ

sin 7z

2
Lemme. — g(z):( ] posséde les propriétés (a), (b), (¢) ci-dessus.

sin 7z

DEMONSTRATION. — (a) g est méromorphe de période 1 : évident ;

e e, . . T 2 1
(b) a cause de la périodicité, il suffit d’étudier le pdle z=0 ; ( . ] ~— au
sinmz z
voisinage de O ;

(¢) |sin nz|?=sin? ax+sh?zny. 0O

DEMONSTRATION de 4.2.3. : Considérons h=f—g ; h est une fonction entiére ;
h est bornée : il suffit de le vérifier dans une bande f(x,, x;) de largeur 1 ; soit
¥0=>0 ; pour |y|<y,, h continue sur un compact est bornée ; comme h(z) tend
vers 0 quand |y|—>< uniformément en x, pour |[y|=y,, |h(z)| est borné ; alors,
d’aprés le théoréme de Liouville (ch. 2, 2.4.2), h est constante. En outre, h(z) tend
vers 0 quand |y| >, donc A=0. [
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4.2.4. Application

2 1
k(z)=[ i ] ——= Y (z—n)"? est holomorphe au voisinage de 0 ; k(0)=

2

sinmz Z%  nez
n#0
. T 3¢ 1 n? n2z2 2
=2 Y n~?; d’autre part,au voisinage deO,( - ] ——-2—:—2—2(1+ +] —
nEN* sinmz z nez 6
1 = Lo . 2 -
——~— quand [z| est infiniment petit, donc k(0)=— ; » n72=—.
z 3 KT 6

4.3. Théoréme de Mittag—Leffler dans C

4.3.1. Soit f une fonction méromorphe non nulle sur un ouvert connexe U de C ;
les poles de f étant isolés (ch. 2, 4.3.4), au voisinage de tout point z,c U, il existe
un développement de Laurent de f

1
— —k
@)= ) a(z—2) " +g(z—z)
k=p
ou g est une série entiére convergente au voisinage de z,, donc une fonction holo-

morphe.
1

4.3) P=Y a(z—z)*

k=p
est un polyndme en (z—z,)~! sans terme constant qui est appelé la partie principale
de f en z, : tout polyndme (4.3) sera appelé une partie principale de fonction méro-
morphe, de péle z,.

4.3.2. Soit Z un ensemble discret de points de C ; la topologie de C étant A base
dénombrable, 'ensemble Z est dénombrable ; on peut I'ordonner en une suite
(z,) telle que (|z,]) soit croissante ; en outre si Z est 'ensemble des pdles de f¢ .4 (C),
(z,) n’a pas de valeur d’adhérence dans C, car une telle valeur d’adhérence serait
un pdle non isolé de f, donc, si Z est infini, |z,|—><> quand n tend vers I'infini.

4.3.3. Théoréme. — Soient (z,) une suite comme dans 4.3.2 et (P,) une suite de
parties principales de péles z,. Il existe une infinité de fonctions méromorphes
sur C, ayant pour poles les z, et, pour tout n, la partie principale P,.

DEMONSTRATION. — Deux fonctions méromorphes satisfaisant a la conclusion dif-
férent d’une fonction entiére. Si z,#0, h,(z)=P,((z—z,)"") est holomorphe dans
B(0,]z,]) et somme d’une série entiére uniformément convergente sur le disque

1
B [O, 5 Iz,,|) ; il existe un polyndme Q,(z) obtenu a partir du développement de

1
Taylor de A, en O tel que |h,(2)—Q,(2)|<2~" sur B[O,Elz,,l]. Si z,=0, on
prend Q,=0.
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Alors la série de fonctions méromorphes Y. (B,((z—z,)")—Q,(z)) converge uni-
formément sur tout compact de C ; sa somme est une fonction méromorphe (4.1.3)
satisfaisant a la conclusion. [

4.4, Produits infinis de fonctions holomorphes

4.4.1. Soient D un ouvert de C, (f,) une suite de fonctions continues sur D, 4 une

partie de D. On dit que le produit infini [] f,(z) converge normalement sur A si :
neEN

(i) f,(z) converge vers 1, uniformément sur 4 ; cela implique qu’il existe 7y€N
tel que, pour n=n,, | f,—1|<1 sur 4 ; alors Logf, est défini sur 4.
(ii) La série ) Logf, converge normalement sur A.

n=ng

Soit f,=1+u, ; (i) signifie : la suite (u,) converge uniformément vers O sur 4 ;
pour n>0, Log/f, et u,sont des infiniment petits équivalents ; donc (ii) équivaut a :
> u, converge normalement sur A4 ; ce qui entraine : la suite (#,) converge vers 0,
uniformément sur 4. D’ou :

4.4.2. Proposition. — (f,) étant une suite de fonctions continues sur D, A une
partie de D et f,=1+u,, alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(@) [] f, converge normalement sur A ;
neN

(ii) la série Z u, converge normalement sur A.
nEN

4.4.3. Corollaire. — Dans les hypothéses de 4.4.2 et sous la condition (i), pour
tout compact K de D, la suite ([] f,),cn converge uniformément sur tout com-
n=p

pact de D vers une fonction f continue sur D.

DEMONSTRATION. — Pour tout ouvert U relativement compact, il existe un entier
no=ne(U) tel que, pour n>ny, | f,—1|<1 sur U ; posons g=[] fs b= [] /.
n=ng no<n=p

I1f,=g-h, et Logh,= Y Logf,.

n=p nyg<n=p
La série », Logf, converge uniformément sur tout compact de U vers une fonc-
no<n
tion / continue sur U, donc (n]:[p Ji)pen converge uniformément sur tout compact
vers g-expl, continue sur U. [J

4.4.4. Théoréme. — Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes dans D telle que
le produit infini || f, converge normalement sur tout compact de D, alors f=]] f,

est holomorphe dans D. En outre, Z(f)=\)Z(f,) et si, pour gcO(D), m,(g)
désigne Pordre de multiplicité du zérvo z de g, on a : m,(f)——-z m,(f).

DEMONSTRATION. — H /. est holomorphe pour tout péN ; d’aprés 4.4.3, fest

limite uniforme de (H f)pen SUr tout compact, donc f est holomorphe (1.3).
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Pour tout ouvert relativement compact U, I'ensemble de zéros Z( f,|U) est vide
dés que n=ny(U), d’olt la derniere assertion. [

4.4.5. Théoréme. — Dans les hypothéses de 4.4.4, la série de fonctions méromorphes
Y (f/lf,) converge normalement sur tout compact de D et sa somme est la dérivée
nEN

logarithmique f'[f.

DEMONSTRATION. — Sur tout ouvert U relativement compact de D, dans les nota-
tions de la démonstration de 4.4.3, on a : f=g- [[ f, ; |f,—1l<1 sur U pour
n>ng
n=>n,. Alors §—:i+ Y (Logf,) ; la série du second membre converge norma-
g n>np

lement sur tout compact de U vers (Log I1 fu)s daprés 1.6. O
n>ngp

4.5. Exemple de produit infini : expression de 7#~1z7'sinnz

4.5.1. Proposition, —

H (—n-2z%) = sinnz

n€N* nz
DEMONSTRATION. — Le produit infini (4.4) f(z)=z H (1 —n—2%z%?) converge nor-

malement sur tout compact de C d’aprés 4.4.2 car il en est ainsi de la série ) n~2z%,
nEN*

Donc, d’aprés 4.4.4, f(z) est holomorphe dans C ; ses zéros sont les entiers
rationnels et sont simples.

D’aprés 4.4.5, la dérivée logarithmique de f est la séric normalement convergente
sur tout compact de C :

(2 - _
4.5 =z 14 2z(z2—n%)~ L
@ 7@ P )
s
4.5.2. Lemme. — La somme F(z) de la série du second membre de (4.5) est . .
gz
DEMONSTRATION. —
FO=1+ 3 () =1+ T — 2
Tz G \z—n  n) Tz G n(z—n)
La série ). — converge normalement sur tout compact de C ; sa somme

nézx n(z—n)
est une fonction méromorphe sur C d’aprés 4.1.3 ; il en est de méme de F(z). En
outre

(4.6) F@ =z 3 = J

nt sin 7z

d
d’aprés 4.2.3. Mais le dernier membre de (4.6) est — (L] , donc F(z)—
dz \tgnz tg mz

étant une fonction impaire constante est nulle. O
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4.5.3. Fin de la démonstration de 4.5.1, D’aprés 4.5.2,0n a :

f(@ _ . cosnz
f(z) ~ sinnz’
—csi \ /() .
donc f(z)=csinnz ou c¢€C. Quand z-0, tend vers 1, d’aprés (4.4) et
z
innz 1 si
sinm tend vers = donc c——-, d'oi lIlTCZ:f(Z) .
z T z z

4.6. La fonction I

On va définir une fonction méromorphe I'(z) telle que, pour #EN, I'(n+1)=n!.

4.6.1. Pour neN*, soit
“4.7) g,(2) = z(1+2)(1+2712)...(1+n"tz)n—*
1
= ;,—z(z+l)(2+2)...(z+n)n—z.

Pour n=2, ona :

[T SIS (0 (1

Pour l<r<n et |z|<r, Logf,(z) a un sens et
z 1
Logﬁ,(z)=L0g[1+7]+zlog[1—7],

z
En utilisant le développement de Taylor de Log ( 1 +—] , on obtient |Log £, (2)|<
n

2

r .
<2—. Donc la série Y Logf, converge normalement sur tout compact de
n n>1

B(0,r) ; alors le produit infini g, [] 8.8, converge normalement sur tout
n=2

compact de C. Sa valeur est la fonction holomorphe g, limite uniforme sur tout
compact des fonctions g,=g,fz...f, ; & @ pour zéros les éléments de —N 2 la
multiplicité 1.

Pour
N “1(z4+1) =i 1z 1) = lim—2—
z¢ =N, g(2)g 1 (z+ )—nl_flgogn(z)gn (z+1) = M T
) nz
= lim ———— = z.
n--oo z+1+n

Donc g(2)g=*(z+1)=z pour tout z€¢C ; en outre g(1)='!im g, (=1
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4.6.2. La fonction méromorphe est notée I'(z) ; elle admet pour seuls pdles

g(2)
les entiers <0 2 la multiplicité 1 et satisfait a :
4.8) I(z+1) = zI'(2)
4.9 I'(n+1) =n!

4.6.3. Théoréme (formules des compléments), —

T
T(1—7) =
I'@-ra-z) sin 7z
DEMONSTRATION. — D’aprés (4.7), seconde expression, on a :

g,(1=2) =(1-2)1-2712)...A~n"12)(n+1—-2)n"1+% ;

en utilisant la premiére expression (4.7) pour g,(z), on obtient :

2:(2)-g,(1—2) = n~z(n+1-2) [[ 1—k22%),
k=1
d’olr :
sinwz

g(Z)'g(l Z) lim gn(z) 'gn(l Z) Zz- I | (1 k_2Z2) - z
H—>oo kEN*
d’aprés 4.5.1. O

4.7, Théoréme de Weierstrass dans C

4.7.1. Soit Z un ensemble discret de points de C ; comme dans 4.3.2, on 'ordonne
en une suite (z,) telle que |z,| soit croissante et que |z,|—>c quand n-—ee.

4.7.2. Théoréme. — Soit (z,) une suite de points de C comme dans 4.7.1, alors
il existe une infinité de fonctions entiéres dont les zéros sont les points z,,, la multi-
plicité du zéro z, étant égale au nombre de fois qu’il figure dans la suite.

DEMONSTRATION. — Si f est une fonction cherchée, toute autre est égale a fh ou h
est une fonction entiére sans zéro donc égale a € ol g est entiére. Si z,=0 figure
k fois dans la suite, il suffit de construire z—*f sans zéro a P'origine. On suppose
donc désormais z,0.

Pour z€B(0,|z,]), Log(1—z,'z) est holomorphe et son développement de

Taylor — ), k7*(z7'z)* converge uniformément sur B,=B(0,271|z,]). Soit
k=1

kn
P(2)=Y k™' (z;7'2)* tel que |Log(1—z;'z)+P(z)|<2~" sur B,. Posons a,(z)=
k=1
=(1—z;z) exp B,(z). Pour tout compact K de C, il existe n, tel que, pour n=n,,
on ait KcB,, la série Y, Loga, converge normalement sur K, donc aussi le

n=np
produit infini [] a,. Alors (4.4.4), /=] a, est une fonction entiére satisfaisant
3 nEN

a la conclusion. [
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5. Applications holomorphes, transformations conformes

5.1. Application holomorphe au voisinage d’un point régulier

5.1.1. Soit f une application différentiable d’'un ouvert U de R? dans C. Soient
Zoun pointde Uet y; : I-C,j=1, 2, deuxarcs différentiables d’origine z, ; 6;=/oy;
sont deux arcs différentiables d’origine w,=f(z,). On désigne par y;(0) la dérivée &
droite de y; en O supposée non nulle pour j=1,2 ; y;(0)¢R% La dérivée f'(z,)
appartient 3 Z(R?; C) ; 65(0)=1"(2)7;(0).
2(0 d5(0
Identifions R* & C, alors y}(0)€C et Arg yf( ) ,2( )
71(0) 41(0)
orienté des demi-tangentes & Imy, et Imy, en z, (resp. & ImJ; et Imd, en wy).
5.1.2. Une application différentiable f d’un voisinage de z, dans C dans un voisinage
de w, dans C telle que w,=f(z,) et, qui posséde la propriété suivante : pour deux
arcs différentiables d’origine z,, y, et 7, transformés par f en deux arcs d,, é, d’ori-
d5(0 2(0
’2( )=iArg Vf:( )
91(0) 71(0)
zy, on dit encore que f conserve les angles en z,. Si fest conforme en tout point d’un
ouvert U de C, on dit que f est conforme dans U.
On dira que la transformation conforme en z, est directe ou indirecte suivant que

le signe dans (5.1) est + ou —.

(resp. Arg ) est I'angle

gine wy, (5.1) Arg est dite une tfransformation conforme en

5.1.3. Proposition. — Toute fonction f holomorphe au voisinage de z, dans C telle
que f'(z,) =0 est une transformation conforme directe en z,.

DEMONSTRATION. — Dans les notations de 5.1.1, f/(zg)¢ £(C ; C)~C et §}(0)=

§ 55(0) _ 3(0)
=f(20)7;(0)=cy:(0) ou c=f"(zy) ; alors——=——2.
v ’ 10) %)
5.14. Proposition. — Toute application R-linéaire T : C—~C qui conserve les
angles au signe prés est ou bien (5.2) Z—cZ
ou bien (3.3) Z—~cZ avec ccC.

DEMONSTRATION. — T transforme 1 en c=re'® ; soit S lapplication linéaire
zv>r~le=!®z alors SoT conserve 1 ; elle conserve les angles en O, alors i est trans-
formé en ia avec acR car I'angle (5)2, 5}7) est conservé ou changé en son opposé.
Le point 1+i est transformé en (1+ia), Arg (1 +ia)= +Arg(1+i) donc a=+1.
Si a=1, SoT est I'identité, alors T=S"1: Z—cZ ;
Si a=—1 SoTest: Z—Z, ie. : ZT>cZ

5.1.5. Proposition. — Soient D un ouvert connexe de C~R* et f: D>C une
application C' de Jacobien J (z)0 en tout point z¢ D. Alors les deux conditions
sont équivalentes :

(i) f est conforme sur D ;

(ii) f est holomorphe ou f est antiholomorphe sur D tout entier.



80 ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES

DEMONSTRATION. — f=u+iv ol u et v sont a valeurs réelles. D’aprés 5.1.4, on a
I'une des deux possibilités

5.9 df = f dx+ of dy = c(dx+idy)

(5.5) df = c(dx—idy)

c=a+iff ; a, BER ; alors (5.4) et (5.5) signifient respectivement

ou dv  du ov
5. g2, M g2
(>6) x Ty ey P
c’est la condition de Cauchy
(9f_ =0 pour f
0z
du v du dv
5.7 Ou _ 0 du_, O,
-7 ax oy’ oy b ox ’
c’est la condition de Cauchy
of
e 0 pour J.

Si (5.6) et (5.7) sont vérifiées simultanément, toutes les dérivées partielles premiéres
de u et de v sont nulles simultanément, contrairement a ’hypothése J.(z)0 pour
tout z€D.

0f/0z et Of/0z sont continues, donc s’annulent sur des fermés disjoints de D ;
comme D est connexe, ou bien fest holomorphe sur D, ou bien f est antiholomorphe
sur D. O

5.1.6. Proposition. — Soit f(z) une fonction holomorphe au voisinage de z, dans
C, telle que f'(z,)#0, alors, au voisinage de w,=f(z,), il existe une application
holomorphe g(w) réciproque de f et g'(w)y=f'(z)~ .

DEMONSTRATION. — Soit w=u-+1iv, u et v réels, wy=u,+iv, ; d’aprés le théo-
réme d’inversion locale, il existe G(u, v) C! au Voisinage de (uo, o) telle que

w=u-+iv=f(G (u, v)) ; f étant holomorphe, ? —(Gu, v)) (u v) ;
ou

( , v ) (u ) ; f (z);éO au voisinage de z,. Mais
ow 0
:(9_ =f(G(u, v)) ( +18—) G(u, v)=0.

0
Pour w assez voisin de w,, f(G(u, v))#0, donc 3—_G(u, v)=0 ie. Gy, v)=
W

0
=g(w) est holomorphe au voisinage de w,. De plus 1 =3—w= (2)g’'(w), 1e. g'(w)=
w
=f(2)7} pour w=/(z). O
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5.1.7. Définition. — Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U de C, tout
point z€U tel que f'(2)#0 estappelé point régulier de f ; en un tel point les Proposi-
tions 5.1.3 et 5.1.6 sont valides.

5.1.8. Remarque. — f est, localement, une application biholomorphe (ou isomorphisme
analytique local).

5.2. Application holomorphe w=f(z) au voisinage d’un point z, tel que f’(z,)=0.
5.2.1. Cas particulier

f(2)=2z" ; pEN, p=2, alors f7(0)=0. Soit z=ge®, alors w=g"e"? ; les angles
ne sont pas conservés en 0, mais multipliés par p. L’application réciproque, dans
un ouvert ol elle est définie est z=w"P=¢"?1°8¥ pour une détermination du loga-
rithme. De fagon précise, pour les déterminations principales de Pargument et du
logarithme, on a :
—n<Argw<rn

Logw = log|w|+7 Argw.
Pour we Q=C\R_, on obtient pour z, p fonctions distinctes

7 — el/pLogw  pik2njp _ Sl/ploglwl | pilArgw +k 2n/p] ; k=0,1,..,p—1.

5.2.2. Cas général

Par changement d’origine, on se raméne au cas : z,=0 ; f{z,)=/(0)=0. A l'aide
du développement de Taylor de f en O, on obtient : f=zPcfg(z) ou g est holo-
morphe au voisinage de z=0 ; g(0)=1 ; ccC* ; g(2)=1+g,(2) ; £,(0)=0. Alors,
pour |z] assez petit, Log(1+g,(z)) a un sens, donc aussi : h(z)=ce"?t°%9® ; de
sorte que f=zPh?(z)=(zh)’. D’aprés 5.1.6, Papplication holomorphe z—{=zh(z)
est inversible au voisinage de z=0 ; c’est un changement de coordonnée holo-
morphe locale (ch. 2, 4.4.1) ; l'application réciproque de {—w, pour wée C\R_,
est {=w"? avec les p déterminations

{ = el/ploslvwl . pilArewtkan/pl . | =, |, .., p—1.

L’application réciproque de f est composée de w+>{ ci-dessus et de I"application
{+>z réciproque de I'isomorphisme local : z—{=zh(z2).

5.3. Propriétés des applications holomorphes
5.3.1. Théoréme. — Soit f une fonction holomorphe, non constante, dans un ouvert
connexe D de C. Alors f(D) est un ouvert de C.

DEmonsTRATION. — 11 suffit de montrer que I'image d’un ouvert de D assez petit
est un ouvert de C. Au voisinage de z,€ D en lequel f7(z,)#0, fest unisomorphisme
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analytique local (5.1.8). Au voisinage de z,€D en lequel f'(z,)=0, f est composé
d’'un isomorphisme local (changement de coordonnée) z—({ et de I’application
Lw={P, pe N*\{1} (5.2), 'image du disque [{|<r pour r suffisamment petit est
le disque [w|<#?. O

5.3.2, Corollaire. — Soient D un ouvert connexe de C et fcO(D) une application
injective : D—~C, alors f est un homéomorphisme : D—~f(D) et f~1cO (f(D)).

DEMONSTRATION. — f est injective, continue et ouverte (d’aprés 5.3.1) ; pour tout
ouvert U de D, (f~YH Y (U)=f(U) est un ouvert de C d’aprés 5.3.1, donc f?
est continue et est un homéomorphisme. De plus, / étant injective, en tout point
2o€D, f(2o)#0 & cause du résultat de 5.2, et (/Y (f(z0))=/"(z0)~%, (5.1.6), alors
f~ 1 est holomorphe en f{(z,), donc sur f(D). O

5.3.3. D et D’ étant deux ouverts de C, un homéomorphisme f : D—D" holo-
morphe ainsi que son inverse est appelé un isomorphisme.

5.3.4. Corollaire. — Soient D un ouvert de C et f: D—~C une application holo-
morphe injective, alors f est un isomorphisme : D—~f(D).

DEMONSTRATION. —- Appliquer 5.3.2 a chaque composante connexe de D. [

5.3.5. Les définitions et résultats précédents sont valides si f est définie sur un ouvert
de la sphére (resp. d’une surface) de Riemann et a ses valeurs dans la sphére (resp.
dans une surface) de Riemann.

6. Représentation conforme

6.1. Probléme de la représentation conforme
6.1.1. Probléme

Soient D et D" deux ouverts connexes de P!, existe-t-il un isomorphisme : D—D"?

6.1.2. Théoréeme. — C et B(0,1)={z¢C ; |z| <1} ne sont pas isomorphes mais
sont homéomorphes.

DEMONSTRATION. — Supposons qu'il existe un isomorphisme f : C—~B(0, 1), alors
f est une fonction entiére bornée donc constante d’aprés le théoréme de Liouville
(ch. 2, 2.4.2), contradiction. O

6.1.3. Dans les notations de 6.1.1, soient f un isomorphisme donné de D dans D’
et g un isomorphisme quelconque, alors f~'og=S : D—D est un isomorphisme de
D sur lui-méme, i.e. un automorphisme. Réciproquement, pour tout automorphisme
S : D->D, g=foS est un isomorphisme : DD,
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Les automorphismes de D forment un groupe I'(D) et pour tout SeI'(D),
S+ S =foSof1: D -D

est un automorphisme de D’, d’ots 'isomorphisme : I'(D)—I (D’).
S—S’

6.1.4. Le but du n° 6 est d’établir que tout ouvert simplement connexe (voir ch. 1,
5.4) distinct de C est isomorphe au disque unité B=B(0, 1) (théoréme 6.5.1). La
démonstration utilisera plusieurs réductions des données et des automorphismes
de B ; c’est pourquoi on va étudier, successivement, les automorphismes de C, de
P! et de B.

6.2. Automorphismes de C

6.2.1. Tout automorphisme f : C—C est une fonction entiére, injective, non cons-
tante ; f se prolonge 4 P! en une fonction ayant <= comme point singulier isolé ;
soit {=z"1 g({)=f((~1) admet 0 comme point singulier isolé.

Si {=0 est un point singulier essentiel, I'image du disque |{|<1 par g est dense
dans C (ch. 2, 4.3.6), donc rencontre ’ouvert (5.3.1) image de |z| <1 par f'; cela con-
tredit I'injectivité de /. Alors {=0 est un pole de g et fest un polynéme en z ; pour
que f soit injective, & cause du théoréme de d’Alembert, il faut et il suffit que le
degré de f'soit 1, i.e. f=az+b ; a,beC, a=0, d’ou

6.2.2, Théoréme, — Le groupe des automorphismes de C est
r©={z—az+b; a=0. 0O

6.2.3. On dit qu’un groupe I' d’automorphismes d’une surface de Riemann X est
transitif si, pour tout couple (z;, z,)€X?, il existe fEI tel que zy=f(z1).

On appelle sous-groupe d’isotropie d’'un point z,£ X, dans I', le sous-groupe de I’
qui conserve le point z,, i.e. {f€I ; f(z))=2,}

6.2.4. Proposition. — Le groupe I' (C) est transitif ; le sous-groupe d’isotropie de 0
est {z—az ; a#0}). O

6.3. Automorphismes de P*

6.3.1. Une application homographique est définie par

az+b

6. R

) . d
ou a,b,c,deC ; si ¢#0, elle est définie sur C\{——}, A valeurs dans C ; les
c

coefficients sont définis au produit prés par un élément de C* ; elle s’étend en une
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application de P! dans P!, Dans le cas ou

a b)
6.2) det [c d= ad—be # 0,
. o —dw+b . n
elle a pour inverse Papplication w+»z=————— qui est de méme nature, on
cw—a

Pappelle transformation homographique ou homographie et c’est un isomorphisme
analytique : P*-P. Les transformations homographiques constituent donc un
groupe G d’automorphismes de P! qui est transitif.

6.3.2. Théoréme. — Dans les notations de 6.1.3 et 6.3.1, on a : T (P)=G.

6.3.3. Lemme. — Soient D un ouvert de P! et G un sous-groupe de I' (D) possédant
les propriétés suivantes :

(a) G est transitif dans D ;

(b) il existe un point z,c D tel que le sous-groupe d’isotropie de z, dans I (D)
soit contenu dans G.

Alors G=I (D).

DEMONSTRATION. Pour tout SeI'(D), il existe T€G tel que T(z,)=S(z,) puisque,
d’aprés (a), G est transitif ; T 'oS(zy)=2z,, donc T 'oScG d’aprés (b), alors
To(T1o8)€EG, ie. S€G. O

6.3.4. DEMONSTRATION DE 6.3.2. — Les transformations homographiques de P* lais-
sant fixe le point a I’infini sont caractérisées par ¢=0, d=0 ; elles forment Ie sous-
groupe de G des automorphismes de C (6.2.2), i.e. le sous-groupe d’isotropie de
e dans I'(PY) ; G étant transitif, d’aprés 6.3.3, I'(PH)=G. O

6.4. Automorphismes du disque unité B=B(0, 1)
6.4.1. Homographies

Ce sont les applications satisfaisant a (6.1) et (6.2). Pour ¢+#0, ona : w=ac™ '+
+(bc—ad)c™2(z+dc™1)~' ; T’homographie est alors composée des applications
suivantes : z'=z-+dc™' (translation) ; z’=2z""! (inversion-symétrie) ;

(6.3) z” = (bc—ad)c 2z"

(homothétie complexe de rapport =0) ; w=ac~1-z” (translation).

Pour ¢=0, c’est une homothétie suivie d’une translation.

Chacune de ces applications transforme 1’ensemble des droites et des cercles de
C en lui-méme ; en particulier, il existe une homographie transformant Fm z=y=0
en le cercle unité ; c’est un homéomorphisme de P, donc elle transforme une com-
posante connexe de C\ R en une composante connexe de C\spt bB(0, 1). Con-
sidérons une homographie transformant (=, 0, 1} en (1, —1, —i) ; alors : a=c=1,
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b=—d ; d=+i.
(6.4) w =

transforme le demi-plan y=0 en B.

6.4.2. Automorphismes du demi-plan supérieur P (y=0)

Considérons les homographies (6.1) a coefficients réels, telles que lad—bcl=1 :
ce sont les homographies qui conservent ’axe réel. Pour qu’une telle homographie
conserve P il faut et il suffit que ad—bc=1. Si ¢#0 cela résulte de la décomposi-
tion de 6.4.1 et de (6.3) ; si ¢=0, w=ad lz+bd 1, alors ad=1.

Ces homographies constituent un sous-groupe G de I'(P) tel que G soit transitif
dans P ; nous allons montrer que le sous-groupe d’isotropie du point / dans I'(P)
est contenu dans G ; cela résultera du lemme 6.4.4 et du fait que I'image de i par
I’application (6.4) est le centre 0 du disque unité. Alors, du lemme 6.3.3, résul-
tera :

6.4.3. Proposition. — Le groupe I'(P) des automorphismes de P est le groupe des
homographies (6.1) a coefficients réels, telles que ad—bc=1.

6.4.4. Lemme. — Le sous-groupe d’isotropie de 0 dans I'(B) est le groupe des
rotations z—ze" ; OCR.

DEMONSTRATION. -— Soit  z+—f(z) un automorphisme de B laissant O fixe, alors,
d’aprés le lemme de Schwarz (ch. 2, 3.5) appliqué a feta /1, on a |f(z)|=|z|, puis
f(2)=e’z pour OCR fixe. [

0 ST T
6.4.5. Théoréme. — I'(B) est le groupe des homographies w=e® 1:_ ® ; 0eR ;
k%4

FARSH B
DEMONSTRATION. — D’aprés 6.4.1, I'isomorphisme (6.4) applique P sur B ; l'iso-
morphisme réciproque est

ICER
(6.5) Z="0

Tout ¢lément de I'(B) est composé des applications

o _ i), ar+b

avec a,b,c,déR et ad—bc=1;

—z+17 T ez’ +d
z"—i
w=—— clest
z +1
W — o z+z, avec e c—-b+(a+d)i

142,z - —(c—b)+(a+d)i
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et
. _c+bti(a—-4d)
R e

b 2 1)? —4ad
Alors |zy2= Ebici"iiai;; 42 ; mais, d’aprés la condition ad—bc=1, ona :
)P +(a —4bc

—ad= —bc—1< —bc, donc |zpl<1.

6.5. Théoréme de la représentation conforme pour un ouvert simplement connexe
D deC

6.5.1. Théoréme. — Tout ouvert simplement connexe D de C, distinct de C, est
isomorphe au disque B(0, 1).

6.5.2. Corollaire. — Deux ouverts simplement connexes D,, D, de C, distincts de
C, sont isomorphes. [

6.5.3. Corollaire. — Deux ouverts simplement connexes D,, D, de C sont ho-
méomorphes.
DEmMoNSTRATION. — Chacun d’eux est égal & C ou isomorphe & B(0,1) (6.5.1),

donc homéomorphe & C (6.1.2). [
Pour démontrer 6.5.1, on va effectuer des réductions préliminaires de la donnée.

6.5.4. Proposition. — Pour tout ouvert simplement connexe D de C, distinct de
C, il existe un ouvert D, relativement compact de C et un isomorphisme : D—D,.

DEMONSTRATION. — Soit a€C, a¢ D ; D étant simplement connexe, il existe une
détermination holomorphe g de log(z—a) sur D (ch. 1,5.4.11) ; en outre, g est injec-
tive, en effet, pour z;, z,€D tels que g(z,)=g(z,), on a exp g(z))=exp g(z,), l.e.
Z—a=z,—a.

Soit z,cD, d’aprés 5.3.1, g(D) contient un disque B,=B(g(z,),r) ; alors le
disque B,-+2mi ne contient aucun point de g(D) sinon il existerait z et z’€D tels
que g(z)=g(2)+2ni, donc en prenant '’exponentielle des deux membres, z—a=
=z —a ; c’estimpossible puisque g est une détermination de log (z—a). Alors, pour

1
§(2)—g(z0) — 2mi
est holomorphe, injective et bornée sur D ; d’aprés le Corollaire 5.3.4, elle définit
un isomorphisme D-D,=h(D) ol D, est contenu dans B(0,r~*). O

tout zéD, on a : |g(z)—g(z,)—2ni|=r=0 ; la fonction h : z+

6.5.5. Pour démontrer 6.5.1, on peut supposer D borné ; plus précisément, apres
homothétie et translation convenables, on suppose z,=0€D et DcB=B(0, 1).

6.5.6. Lemme. — Soit A={fcO(D) ; f injective ; f(0)=0 ; |f(z)|<1 ; z€D}.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(D) fed ; D’=f(D)=B=BO,1) ;

@ii) fcd ; |f(0)] est maximum. -



REPRESENTATION CONFORME 87

DFEMONSTRATION. — (i)=(ii) : soient f€A4 sans plus et D'=f(D) ; d’aprés le
Corollaire 5.3.4, f'est un isomorphisme : D—D’, Soit g un isomorphisme : D—~B ;
2(0)=0 ; alors f=hog ou h : B—~D" est un isomorphisme tel que ~2(0)=0. On
a : [F(0)|<1 d’aprés le lemme de Schwarz (ch. 2, 3.5), donc | f(0)|<]|g’(0)].

(i) équivaut a : h est un automorphisme de B conservant 0, donc une rotation
(6.44), I’ou | (0)=1 et | f(0)=|g’(0).

non (i)=non (ii) : soit fEA, tel qu’il existe acC, |la|<1, adf(D). f(z)¢éB en-
traine —f(—z_)_—iEB (6.4.5) ; f(D) est simplement connexe, alors F (z)zLog&_)—:—a

1—af(z) 1—-af(z)

est définie, holomorphe et injective dans D et %e F(z)<O0.

Si u, v€C, Ze (u)<0, Xe (v)<0, ona : ¢ <=1 ; cela résulte immédiatement

v4u
de |Ze v—ZKe u|<|%Ke v+ Re ul.
F(z)— F(0
Alors g(z):—u_)— est holomorphe et injective dans D ; g(0)=0 et
F(z)+ F(0)

gO|  1-la

lg(@)| <1, donc g€A. On vérifie immédiatement : |— = =1. O
O] 1
2]allog |—
a
6.5.7. DEMONSTRATION DE 6.5.1. — On se place dans les hypothéses de 6.5.5. D’aprés

6.5.6, il suffit de prouver qu’il existe f€A telle que sup|g’(0)] soit atteinte par
geA

| f(0)]. On suppose @(D) muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact et on considére la partic Z={fcA ; | f(0)|=1} de O(D).

##~0, car D étant contenu dans B(0, 1), idy€ 4.

# est bornée dans O(D) car, pour tout z¢ D, | f(2)| <1, donc, pour tout compact
K de D, | f(K)|=<1.

% est fermée dans O(D), en effet, soit fc&, il existe une suite (f)), /.68 telle
que f=limf, (uniformément sur tout compact de D) ; alors f(O):nLhPm S (0)=0.

f,:nljinm /., (uniformément sur tout compact) d’aprés 1.3, alors |f7(0)|=
:nLiTm [£/(0)|=1 ; en particulier / n'est pas constante dans D ; comme c’est la
limite d’une suite de fonctions holomorphes injectives, elle est injective (1.5). Enfin,
| fn(@|<1 sur D entraine |f(z)]<1 sur D ; mais il n'existe pas de point z€D
tel que |f(z)]=1, en vertu du principe du maximum parce que f n’est pas cons-
tante, donc f€4%. L’ensemble # étant borné fermé dans @(D) est compact d’aprés
le théoréme 3.6.2 ; en outre I'application % —~R est continue, donc elle atteint sa

&—g'(0)]

borne supérieure sur £. [



4 APPROXIMATION DES FONCTIONS HOLOMORPHES
SUR UN COMPACT. CONSTRUCTION DE_FONCTIONS
MEROMORPHES A SINGULARITES DONNEES

Etant donnés un ouvert D de € et un compact K de D, le théoréme de Runge donne
des conditions équivalentes & la suivante : toute fonction holomorphe au voisinage
de K peut &tre approchée uniformément sur K par des fonctions de @(D) ; I'une
d’elles est : DN\K n’a pas de composante connexe relativement compacte dans D.
On en déduit, comme dans le cas du disque ouvert, la solution du probléme du d”
dans D. Il est alors aisé d’étendre, & D, les théorémes de Mittag—Leffler et de Weier-
strass.

1. Théoréme de Runge

1.1. Introduction

Nous avons vu que toute fonction holomorphe dans un disque B=B(0, ¢) est
développable en série convergente dans ce disque (ch. 2, 1) ; de plus, cette série
converge normalement, donc uniformément, sur tout disque de rayon r strictement
inférieur a ¢, donc sur tout compact de B. Autrement dit, toute fonction holomorphe
dans B est limite uniforme de polynémes sur tout compact de B. En particulier,
toute fonction entiére est limite uniforme de polyndémes sur tout compact de C.

Le théoréme 1.2 donne des conditions équivalentes 2 la suivante : étant donné
un ouvert D de C et un compact K de D, toute fonction holomorphe au voisinage
de K (i.e. holomorphe sur un voisinage ouvert de K) est limite uniforme de fonctions
holomorphes sur D. Dans le cas particulier ci-dessus, K=B(0, r), la fonction ho-
lomorphe a approcher est définie sur le voisinage B de K et D=C ; on vérifiera
que les conditions du théoréme sont trivialement satisfaites. Ce théoréme d’ap-
proximation est du méme type que le théoréme de Weierstrass d’approximation des
fonctions continues réelles sur un compact de R” par des polyndmes ; cependant, ici,
les fonctions considérées sont toutes holomorphes et des conditions sur le compact
apparaissent.

1.2. Théoréme de Runge. — Soient D un ouvert de C et K un compact de D. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) toute fonction holomorphe dans un voisinage de K peut étre approchée, uni-
formément sur K, par des fonctions de O(D) ;
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(b) Pouvert DNK n’a pas de composante connexe relativement compacte dans D ;
(c) pour tout zc DNK, il existe fcO(D) telle que |f(z)|=sup |f(0).
(€K

1.3. Corollaire. — Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) toute fonction holomorphe dans un voisinage d’un compact K de C est limite
uniforme de polynémes sur K ;

(b) le complémentaire de K est connexe (ce qui équivaut a : chaque composante
connexe de K est simplement connexe) ;

(c) pour tourt zcC\K, il existe un polynéme f tel que |f(z)[>csg£ [AOI.

DEMONSTRATION. — D’aprés 1.1, toute fonction entiére est limite uniforme de poly-
noémes sur le compact K : alors (a) et (c) traduisent (a) et (c) du théoréme 1.2, dans
le cas D=C.

(b) est le cas particulier de (b) de 1.2 dans lequel D=C, alors C\KX est con-
nexe et infini, i.e. toute composante connexe H de K est telle que tout arc continu
fermé de H est homotope a un point, sans quoi C\K aurait une composante con-
nexe relativement compacte.

1.4. DEMONSTRATION DE 1.2,

1.4.1. non (b)=non (¢) : supposons que D\ K ait une composante connexe B
dont ’adhérence B dans D soit compacte. Alors la frontiére FrB de B est une
partie de K et, d’aprés le principe du maximum (ch. 2, 3.2), on a : pour tout /€ 0(D),
sup | f(z)|< sup [f($)l, donc

zZ¢ B £cFrB

(1.1) Vf€0(D), sup|f(2)| < sup (DI,
zeB (€K

ce qui est la condition non (c).

1.4.2. non (b) et (a) sont contradictoires.

Soit / une fonction holomorphe dans un voisinage de K et soit ( f,) une suite d’élé-
ments de (D) convergeant vers f uniformément sur K. Dans les notations de 1.4.1,
(1.1) appliquée & f,—f,, montre que la suite (f,|B) est de Cauchy, dans B, pour
la norme de la convergence uniforme, donc a une limite continue F ; de plus F=f
sur KNB, donc sur Fr B.

B est un ouvert de D, en effet, soit z,€B, alors il existe un disque ouvert b de
C centré en z,, contenu dans D et ne rencontrant pas le fermé K ; or b est connexe
et BNb=0. donc BUb est connexe, mais B est une composante connexe de
DN\K : c’est la composante connexe de z,, dot bCB ; B est donc ouvert dans
C et dans D.

(/) converge uniformément sur B, donc sur tout compact de B, vers F, alors,
d’aprés ch. 3, 1.3, F est holomorphe dans I'ouvert B. Soit {€B ; prenons f(z)=
=(z={)"' ; on a F(2)=f(z) sur FrB, dou (z-{)F(z)=1 sur FrB, donc,
d’aprés le principe du maximum appliqué a la fonction holomorphe (z—{)F(z)—1,
ona : (z—{)F(z)=1 dans B ; alors F n’est pas holomorphe au point { de B : con-
tradiction,
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1.4.3. (b)=(a) : préliminaire. Une mesure pu dans le compact K est une forme C-li-
néaire continue sur I'espace Co(K ; C) des fonctions continues sur K, a valeurs
dans C, muni de la norme de la convergence uniforme. On pose :

E ={fcCy(K ; C); 3 un voisinage o de K, fc0(w), fIK =1}
F={fcCy(K ; C); 3h€O(D), h|K =f}.
Ona : FCECCy(K ; C) et (a) équivaut & : (F);=E.

1.4.4. Lemme, — (a) équivaut a
(a") toute mesure dans K orthogonale a F est orthogonale a E.

On rappelle que, si ACCy(K ; C), la mesure u est dite orthogonale a A si, pour
tout @€A, ona u(p)=0 ; on dit aussi que ¢ est orthogonale a u.

DEMONSTRATION DU LEMME. — Non (a)=>non (a’) : supposons (F)gz=E, soit
g€(F)g, g4 E ; soit u la forme linéaire sur G=(F )z+Cg nulle sur (F); et égale a
1 sur g. Cette forme est continue puisque Ker y=(F); est fermé¢ dans G ; d’aprés
le théoréme de Hahn—Banach, il existe un prolongement linéaire continu x de u
a Cy(K ; ©), ie. une mesure dans K orthogonale a F et non orthogonale & E.

(a)=(a") : toute mesure y dans K orthogonale a F est orthogonale a (F)CO(K; o
(continuité de p), donc & (F)y=E. [

1.4.5. Lemme. — Soit y une mesure dans C, a support dans K, alors la fonction

(1.2) e = [G=0)" 4@ = u((z—07Y)
est holomorphe en dehors du support de 1 et
(1.3) D) = g! [ (2D~ du(2).

DEMONSTRATION. — Soit h€ C* assez petit ; A~ [u((z—{—h) ") —pu((z—)Y)]=
=u(1/(z—{—h)(z—-{)) tend vers u((z—{)~?) quand k tend vers O ; donc la C-dé-
rivée de ¢ ({) existe. On vérifie (1.3) par récurrence sur géN. [J

1.4.6. DEMONSTRATION DE (b)=+(a"), donc, d’aprés 1.4.4, de (b)=(a).
Soit x une mesure dans C, a support dans K, orthogonale a F.
(i) Pour tout nEN, z"¢F, donc [ z"du(z)=0 ; mais, pour (€C, [{|>sup |z],
z€K

ona : (z-{'=-("1A—-zYHY =11 +...+2"(""+...), la série du dernier
membre convergeant normalement. Alors, pour |[{,|>0, donc pour {, dans la
composante connexe non bornée de C\K, on a : ¢?(()=0, pour tout g¢N,
donc ¢@=0 sur la composante connexe non bornée de C\ K, d’aprés le théoréme
2.1.1 du chapitre 2.

(ii) Si D#C, soit {cC D, alors la fonction z—(z—{)~~' est holomorphe
dans D, elle appartient & F, donc, pour tout g€N, ¢9({)=0 ; en outre, ¢ est holo-
morphe sur C\K (1.4.5), donc d’aprés ch. 2, 2.1.1 (théoréme d’identité), ¢ est
nulle sur toute composante connexe de C\K qui rencontre C\.D.

(iii) D’aprés (b), D\K n’a pas de composante connexe relativement compacte
dans D, donc, pour toute composante connexe H de C\ K, ou bien HN(C\D)=0,
ou bien H est non bornée, c’est le cas, en particulier, si D=C.
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Si D=C, ona ¢=0 sur C\K d’aprés (i).

Si D#C, ¢=0 sur chaque composante connexe H de C\K d’aprés (i) et (ii).

Soient w un Voisinage de K dans D, feO(w) et YD (w) telle que =1 dans
un voisinage de K, alors, d’aprés (ch. 1, 5.1.1), pour z€K, on a :

f(2) =¥ (2) f(2) = @r)™ [ () @)D - ((—2)" dLALT;

mais dY/0z=0 dans un voisinage de K, donc, dans I'intégrale, on a |{—z|=0, alors,
d’aprés le théoréme de Fubini,

[(2) du(z) = @ri)™ [ FQ@/OD) n((C—2)71) dLAAT=
= —(2ﬂi)‘1ff(C)(3¢///3f)<ﬂ(C) d{Adl =0
puisque @({)=0 pour (€ C\K ; alors fest orthogonale a u, donc u est orthogonale
a F, i.e. la condition (a") est satisfaite.

1.4.7. (b)=(c) : Soient z¢ DN\K et b un disque fermé centré en z et contenu dans
DN\ K. Alors les composantes connexes de DN\ (KUb) sont les mémes que celles de
D K, a cela prés que b a été oté de la composante connexe du point z, donc KUb
satisfait a (b). :

Mais (b)=>(a), donc la fonction égale a 0 dans un voisinage de K et a2 1 dans un
voisinage de b peut-&tre approchée uniformément par des fonctions de O (D), alors

1 1 1
il existe f€0(D) telle que |f|<—2~ dans K et |f~1[<3 dans b, i.e. | f] >——2— dans
b,dou(c). O

1.5. Enveloppe holomorphiquement convexe d’un compact

1.5.1. Soit K un compact de D ; on appelle 0(D)-enveloppe de K la partie suivante
de D :
R =Ky ={zeD ; f(2)| = sup|f| ; feO(D)}.

On dit aussi que K est enveloppe holomorphiquement convexe de K.
On pose CD=C\D ; pour {cCD, en prenant f(z)=(z—{)~?, on vérifie

1.4 d(K,CD) = d(K, CD).
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En prenant f(z)=¢** pour tout a€C, on vérific que K est contenu dans I'en-
veloppe convexe de K dans C ; comme cette derniére est compacte et, d’aprés (1.4),

K est compacte ; en outre K=XK.

1.5.2. Propesition. — Pouar tout compact K de D, K est la réunion de K et des
composantes connexes de DN\ K relativement compactes dans D.

DEMONSTRATION. — Soit B une composante connexe de D\ K relativement com-
pacte dans D, alors

Vfe0(D), sup | f| = sup |fl

car Fr BCK et a cause du principe du maximum, donc B K. Alors la réunion
K, de K et des composantes connexes de DN\ K relativement compactes dans D,
est contenue dans K. Toute composante connexe de D\K est ouverte (1.4.2),
donc DN\Kj, réunion de composantes conncxes de D\ K est ouvert, alors K,
fermé contenu dans le compact K, est compact ; en outre, aucune composante
connexe de DN\K; n’est relativement compacte dans D, donc K satisfait a la con-
ditions (b) du théoréme 1.2, d’aprés (c) de 1.2, on a : K,=K,DK, dou
K,=K. O

1.6. Paires de Runge

1.6.1. Théoréme. — Soient D,, D, deux ouverts emboités de C, D, D,. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) toute fonction de O(D,) peut étre approchée, uniformément sur tout compact
de D,, par les fonctions de O(D,) ;

(ii) D,\D, r’a pas de composante connexe compacte 5

(iii) pour tout compact KcD,, on a KD 4KD K

(iv) pour tout compact KC D,, on a KD ﬂDl—KD K

(v) pour tout compact KcD,, szﬂD est compact.

DEMONSTRATION. — (i)=(iv), (iv)=(v) et (iii))=(iv) sont évidents.

(V)=(i) : K’=K, N D, est compact d’aprés (v) ; K= K, (D \Dy), fermé d’un
compact est compact K’ et K” sont disjoints, donc, dans D,, il existe un voisinage
ouvert de K’ contenu dans D, et un voisinage ouvert de K” qui sont disjoints. Soit
fcO(D,) ; la fonction égale a f sur le voisinage considéré de K’et égale a 1 sur le
voisinage considéré de K” peut étre approchée uniformément sur K'UK ”:IQDZ
par des fonctions de @(D,) d’aprés 1.2 ; mais K< K’, donc (i) est vérifié ; en outre
d’aprés le début de la démonstration (i) équivaut a (v).

()=(iii) : soit 0=f€@(D,) ; dans les notations ci-dessus, d’aprés (v), il existe
une fonction g€ 0(D,) aussi voisine qu’on veut de O sur K" et de 1 sur K” ; on a
K’>0 puisque K est contenu dans KDz et dans D, ; si K”=0, d’aprés 1.5.2 ap-
pliquée & D,, il existe zeK”(Fr D, ; alors g(z)=1 puisque z€K” et g(z)=0
puisque z€K, NFrD; : contradiction. Donc K”=0, ie. Kp=KpNDi=Kp
d’aprés (iv) entrainé par (i).
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(iii)=>(ii) : soit L une composante connexe compact de D,\D, ; alors
F=(D,\D)\\L est un fermé ; soit w un voisinage ouvert de L, relativement com-
pact dans D, tel que @NF=0 ; on a FroN(D,\D)=0 et FrocD,, donc
FrwcD, ; daprés le principe du maximum, la @¢(D,)-enveloppe de Frw con-
tient w, donc aussi L ; d’aprés (iii) LcD,, donc L=9.

(ii)=(iii) : soit 4 une composante connexe de D,\K relativement compacte
dans D,. On a Fr AcKcD,, donc L=AN(DND,)=AN(D,\D;) est un com-
pact de 4 ; en outre F=(D,\A)(D,\D;) est fermé dans D,, disjoint de L et
DN\Dy=FUL ; L est réunion de composantes connexes compactes de D,\ D, ;
d’apres (i), L=0, donc AcD,. D’aprés 1.5.2, I?D” est la réunion de K et des
composantes connexes de D,\K relativement compactes dans D, ; celles-ci sont
contenues dans D, d’aprés ce qui précéde, donc d’aprés 1.5.2, K, Ky ; Tinclusion
inverse résulte de D, D,, d’ou (i11). O

1.6.2. Tout couple d’ouverts emboités (D,, D,) satisfaisant aux conditions équi-
valentes de 1.6.1 est appelé une paire de Runge.

2. Probléme du d” dans un ouvert D de C

2.1. Exhaustion de D

2.1.1. Proposition. — 11 existe une suite strictement croissante de compacts (K,), .
de D telle que, pour tout ncN, K,CK,,, et que | K,=D.
n

Une telle suite est appelée une exhaustion de D.

La démonstration de cette proposition est un raffinement facile du théoréme moins
précis 2.1 du chapitre 3. K, étant construit, on considére un recouvrement ouvert
fini de K, par des disques ouverts B; ; jeJCN. On pose K, .= 'Léjl B; ; c’est une

- J
réunion finie de compacts, donc un compact, en outre K,.,=J B;DK,. O
i&r
2.1.2. Soit (K;) une exhaustion de D ; alors K;CK; et, d’aprés 1.5.2, (K;) est une
exhaustion de D.

2.2. Théoréme. — Soient D un ouvert de C, w=fdz une forme différentielle C'
donnée dans D, alors il existe une fonction g, de classe C* dans D, telle que d"g=w ;
g est déterminée & Uaddition prés d’une fonction holomorphe dans D.

DEMONSTRATION. — Soit (K;) une exhaustion de D par des compacts tels que
K j=K' ;- Soit () une suite de fonctions C* dans D telle que spt /,C K, .1, Y| K,=1,
n=l ; ¥, fest Ct dans D, a support compact contenu dans K, ,.,. Alors la démonstra-
tion du théoréme 2.5 du chapitre 2(*) s’adapte ici en remplagant le disque B, par

(*) Les notations de 2.5 du chapitre 2 sont différentes : les symboles fet g sont échangés.
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IE',,, le théoréme 5.3.2 par 5.3.3 du chapitre 1 et ’approximation sur B,_; de la
fonction holomorphe g,.,—§, sur B, a l'aide d’une fonction P, holomorphe sur
B, ;1 par l'utilisation du théoréme de Runge pour le compact K,_, de K,,,. O

3. Théoréme de Mittag—Leffler dans un ouvert de C

3.1. Problémes

3.1.1. Soient D un ouvert de C et S={z;,€D ; j¢N} un ensemble discret de points

distincts de D ; pour tout jEN, soit f; une fonction méromorphe définie sur un

voisinage V; de z; ne contenant pas de point de S différent de z;, ayant z; pour
]

seul pdle, alors il existe n;€N* tel que f;= ). Ap(z—z) " +h; on AueC et h;
k=1

est une fonction holomorphe dans V.

3.1.2. Probleme I

Trouver une fonction méromorphe f dans D, holomorphe dans D\S, telle que,
pour tout jEN, f—f; soit holomorphe sur V;.

Ce probleme équivaut au suivant : soit (U;);¢; un recouvrement ouvert de D,
pour tout jcI, on donne f;€.4(U;) et onsuppose que, pour tout (j, k)€I? tel que
U;NU#0, onait f;—f,€ O(U;N\Uy). Trouver fe.# (D) telle que f|U;—f;€0(U)).

Remarquons que, si f existe et si g;=—f|U;+f;, alors f;—fi=gp=8;—
—&E€0(U;NU,). Réciproquement, s’il existe une famille (g));¢,, g,€0(U;) telle
que : g;—g=gu sur U;NU,, la fonction f;—g; est la restriction a U; d’une
fonction méromorphe f'sur D. De sorte que notre probléme est un cas particulier du
suivant :

3.1.3. Probléme 11

Etant donné un recouvrement ouvert (U;);c, de D et une famille de jfonctions
(&), xyer: satisfaisant @ la condition suivante :
pour tout couple (j, k)CI® tel que U,NU, =0, ona gucOWU;NU,) ;

(3.1 8k = — 8kj>
pour tout triple (j, k, )EI® tel que U,NU,NU,=0, ona
(32) gjk+gk;+g,j=0 sSur U]ﬂ Ukﬂ Ulv
trouver une famille (g;);c; telle que g,€O(U)) et g,—g,=gy sur U;NU,#0.

3.2. Théoréme. — Pour tout ouvert D de C, le probléeme II a une solution.
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DEMONSTRATION. — Soit () une partition de I'unité subordonnée au recouvrement
(U)). Choisissons un ouvert U, du recouvrement et soit j tel que U,NU,;=0 alors
&; est holomorphe sur U,NU; ; la fonction ¢;g,; est définie et C= sur U,NU;,
son support ne rencontre pas U\U,NU; qui est fermé dans Uy, la fonction ¢;g,;
se prolonge donc par 04 U, tout entier en une fonction C* que I'on note encore ¢, g;

soit J={j; U;NU=0}, alors h=7) ¢;8;=. ¢;&; est une somme finie
JjeJ jer
puisque la famille (spt ¢;);c; est localement finie, donc k; est C*= sur U,. De plus,

pour tout /cJ, sur U,NU,;, ona :
h—h = Pi8rj— > Pi&; = ( > ¢j)(gkj+gj1) =& +t8&8n = 8u
jer jer i€l
d’aprés (3.1), (3.2) et le fait que (¢;);¢, est une partition de I'unité.

Uk Uk NUj

spt 9]

Uj

gu €tant holomorphe, on a 0h,/0z=0h/dz, donc il existe une fonction y C~
sur D telle que, pour tout k€I, on ait oh,/dZz=y|U,. D’apres le théoréme 2.2, il
existe une fonction v C! sur D telle que dv/dz=y ; en fait, comme on le voit en
reprenant la démonstration de 2.2, i étant C=, il en est de méme de v. Pour tout
kel, on a 0h,/0Z—dv/0z=0 sur U,, donc g,=h,—v est holomorphe sur U, et,
sur U,NU,#0, ona g,—g=h—h=g, O
3.3. Corollaire (théoréme de Mittag—Leffler). — Sur tout ouvert D de C, le pro-

bléme I a une solution. [

3.4. Remarque. — L’outil essentiel de la démonstration du théoréme 3.2 est le
théoréme d’approximation de Runge qui intervient par l'intermédiaire du théo-
réme 2.2 ; on peut démontrer 3.3 sans utiliser 2.2 comme on I'a fait dans le cas
particulier D=C (ch. 3, 4.3).

4. Théoréme de Weierstrass dans un ouvert D de C

4.1, Diviseur

On appelle diviseur (entier) de D toute O-chaine localement finie a coefficients
entiers ; un diviseur 4 a pour expression

@.n A=Y nz;, ou z€D,

JjeJ

Iensemble |4|=(z;);c;, support du diviseur est discret et n;€Z.
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On désigne par #*(D) le groupe multiplicatif des fonctions méromorphes sur
D, différentes de O sur toute composante connexe de D ; soit fe€.#*(D) et soient
Z=(z))jes 5 P=(2z);x l'ensemble des zéros et des pdles de f, n; la multiplicité
du zéro z;, n; la multiplicité du pdle z; ; les ensembles Z et P sont discrets, alors
NH= ZJ njzj—kZK n,z, est un diviseur appelé le diviseur de f. Etant donné un
divisejuer A4 de Df on dit que fe#*(D) est solutionde A si (f)=A. Dans les nota-
tions de la formule (4.1) on pose D,={z€D ; z#z;, jcI et n;<0} ; on appelle
solution faible de A une fonction g, C* sur D, et telle que, pour tout jeI, il existe
un disque U centré en z;, contenu dans D, disjoint de [4[\{z;} et une fonction
W, C= sur U, y(z;)#0 telle que

(4.2) 8(2) =¥ (2)(z—z))"
sur UND,. Soit 2(D) 'espace des fonctions C= & support compact dans D.

4.2, Lemme. — Soient z,, z, deux points distincts de D et f une solution faible de
A=2z,—2z,, alors, pour toute pc2(D), on a :

i) [, Lo = oo (@

d
DEMONSTRATION, — Tf/\d(p est localement intégrable d’aprés 5.4. du chapitre 2.

Soit U; un disque contenu dans D centré en z; (j=1,2) avec U,NU,=0 et tel
que (4.2) soit valide sur U;. Soient ¢;£2(U;) (j=1, 2) égale 4 | au voisinage de

zj, D'=D\{z;}U{z} et 9y=0—0:10— 02 ; alors @D (D) et [ f/\d(l’o—

= — f » (——/\ goo) 0, d’aprés la formule de Stokes. De plus

; d
fDTf/\d(fpj(P)zf U; ff/\d((p,(p) —hmflz zl=e ((ij_;:} -

d(z—z) _

o dar . ;
= lim Q00— = hm/[z_zj|=£ 1Y o;0 P

e>0Y |z—z)|=¢ f e—0

=2ni (— 1Y o,0(z;) =2ni(— 1Y o(z), j=12 O

~

4.3. Lemme. — Soient ¢ un arc différentiable a support compact dans D et U
un disque ounvert borné de D contenant sptc. Alors il existe une solution faible
f du diviseur bc=b—a telle que

® SfIDNU=1;

. . df
(i) pour tout we& (D), dw=0, on ait fccuz(l/Zm) fDT/\w.

DEMONSTRATION. ~— Soient U’ un disque ouvert relativement compact dans U et
contenant spte, Y€ (U) égale a 1 sur U,

(4.3) P {CXP Ylog[(z—b)(z—a)™'] pour zeUNU’

~ Uz=b)(z—a)? pour zeU’.
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Le support de y étant un compact de U, la fonction f;, s’étend en une fonction f,
C= sur D\{a}, égale & 1 sur D\U ; d’aprés (4.3), f est une solution faible du
diviseur bec.

Soit we&(D) ; dwo=0 ; U étant un disque relativement compact de D, d’aprés
le lemme de Poincaré (ch. 1, 2.8.4), il existe @€2(D) telle que w=d¢ sur U,
alors

(1/2ni)fp-‘;ijw = (1/2ni)fu%/\co = (1/2ni)fp%/\dq) = @(b)—¢(a)

d’aprés 4.2,
= f w d’aprés la formule de Stokes. O

4.4, Lemme. — Tout diviseur A de D a une solution faible.

DEMONSTRATION. — Soit (K), . n« une exhaustion de D telle que K;=K;.

Pour a,¢ D\K;, montrons qu’il existe une solution faible de 4=gq, telle que
¢|K;=1. K; étant holomorphiquement convexe, d’aprés 1.5.2, q, appartient a une
composante connexe U non relativement compacte de D\Kj;, alors il existe
a,€UNK;,, etun arc différentiable ¢, joignant a; & a, (ch. 1,2.8). D’apres le lemme
4.3, il existe une solution faible f, de diviseur bc, avec f;|K;=1. De la méme fagon,
on établit, par recurrence, l'existence de points @€ D—K;,,, vEN, d’arcs ¢, dans
D\K;., joignant a,,; a a, et de solutions faibles f, de diviseurs bc,=a,—a,.,,
telles que f,|K;,,=1, alors le produit f;-f,...f, est une solution faible du

jtv T
diviseur a,—a,.,. Le produit infini f= H /., converge puisque, sur tout compact

de D, il existe seulement un nombre ﬁn1 dc facteurs différents de la constante 1,
donc fest une solution faible du diviseur a,, égale a 1 sur K,. En faisant un produit
de telles fonctions ou de leurs inverses, en nombre fini, on obtient une solution
faible de tout diviseur 4 de D tel que |4] soit fini et que [4]|NK;=0.

Soit 4 un diviseur quelconque de D, alors A= Y, 4, avec K,=90, |4,|CK,\K, ;
HEN
|4| étant localement fini, |4,] est fini, donc il existe une solution faible g, de 4,

avec g|K,=1 ; le produit infini g=]] g, est une solution faible de 4.
v=0

4.5, Théoréme (Weierstrass). — Soit A= ). n,z, un diviseur de D, alors il existe
VEN
une fonction méromorphe fC.4*(D) solution de A.

DEMONSTRATION. — Pour tout ouvert U de D, on désigne par ¢*(U) le groupe
multiplicatif des fonctions holomorphes sans zéro sur U. Soit U, un disque ouvert
contenu dans D, centré en z,£]4| et disjoint de |4\ {z,}, alors la fonction méro-
morphe f,=(z—z,)™ est solution de la restriction de 4 & U,. Réciproquement, la
donnée des f, permet de reconstituer le diviseur 4. La donnée de 4 est donc équi-
valente a la suivante : soit (U;);c; un recouvrement de D par des disques ouverts ;

/i

pour tout j¢I, ondonne f;€.4*(U;) telle que, sur U;N\U,#0, = =€ O0*(U;NUY).

Il s’agit de trouver une fonction méromorphe f¢.#*(D) telle que, sur tout U;»
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L]’;: ,€0%(U)) 5 il suffit, pour cela, de trouver h;€0*(U;) telle que
h
(4.4 —hf =fu sur U;NU, =0.

D’aprés le lemme 4.4, 4 a une solution faible g, i.e.,sur U;NU,#P, ona : f,=

=—§l avec gj=-Ej~ ; &;€E€(U;) et est sans zéro ; comme U; et U;NU;=0 sont
k

simplement connexes, pour une détermination du logarithme, soit ¢;=logg; ;
Q;—@,=@; avec e’w=f, ; donc ¢@y=logf,, pour une détermination du
logarithme, est holomorphe sur U;NU, ; d"¢;—d"¢,=d"¢;=0 sur U,NU,,
alors il existe une 1-forme {=pgdz, C~ sur D, telle que d”¢;=¢|U; pour jeI ;
d’aprés le théoréme 2.2, il existe une fonction a«, C= sur D, telle que £=d”«. Soit
Y;=¢;—a, ona d"Y;=0 et Y;—y,=0¢; ; h;=expy; est holomorphe et satis-
fait 3 (4.4). 0O
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Etant donné un germe ¢ de fonction holomorphe en un point d’une surface de
Riemann X, on cherche a prolonger ¢ en une fonction holomorphe sur une surface
de Riemann Y aussi grande que possible. Pour résoudre ce probléme dit de prolonge-
ment analytique, on a besoin des notions topologiques d’homotopie, de revétement
et de faisceau ; on a aussi besoin d’approfondir les propriétés d’applications holo-
morphes de surfaces de Riemann (n°2). Ce programme est traité en alternant les
notions et propriétés topologiques (paragraphes impairs) et les propriétés des appli-
cations holomorphes. Le prolongement analytique, en général, est défini et étudié
au n°4 ; Y est appelée la surface de Riemann du germe ¢, elle est dite étalée au-
dessus de X. Le cas d’une fonction algébrique sur X, c’est-3-dire d’une solution
d’une équation algébrique a coefficients méromorphes dans X, est traité au n°6 ;
en particulier on montre que la surface de Riemann d’une fonction algébrique sur
P'(C) est compacte et on compare la relation géométrique entre X et Y 2 la rela-
tion algébrique des corps de fonctions méromorphes sur X et sur Y.

1. Homéomorphismes locaux ; revétements topologiques

1.1. Homéomorphismes locaux ; relévement d’arcs

1.1.1. Soit p : Y—X une application continue d’espaces topologiques. Pour tout
x€X, p7i(x) est appelé la fibre de p en x.

p:Y->X et g: Z-~X étant deux applications continues, toute application
continue f: Y—~Z telle que gof=p est dite application continue de ¥ dans Z
au-dessus de X, ou application fibrée : elle applique la fibre de p en x dans la fibre
de g en x.

Une application continue p : Y—X est dite discréte si, pour tout x€X, la fibre
P 1{(x) est discréte.

1.1.2. Soient p : Y-X et f: Z-~X deux applications continues. On appelle
relévement de fa Y (par rapport @ p) toute application continue g : Z-Y telle
que f=pog ; on dit encore que g est une factorisation de f par p ; en outre, g est

une application fibrée.
Y

b
g9
" o
s

z-L.x
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1.1.3. Une application p : Y—X d’espaces topologiques est appelée un homéo-
morphisme local si, pour tout y€Y, il existe un voisinage ouvert ¥, de y dans ¥
tel que plV, soit un homéomorphisme de ¥, sur I'ouvert p(¥,). Alors p est une
application ouverte, i.e. I'image d’un ouvert de Y par p est un ouvert de X.

1.1.4. Théoréme (unicité du relévement). — Soient X et Y deux espaces topologiques
séparés, p : Y ~X un homéomorphisme local, Z un espace topologique connexe et
f:Z—~X une application continue. Si g,, g8, : Z—~Y sont deux relévements de f
tels que, pour un point z7,cZ, 2,(3,)=g:(2,), alors g,=g,.

DEMONSTRATION. — Soit T={z€Z ; g,(z)=g,(2)}. Z étantconnexe, il suffit de montrer
que T est non vide, ouvert et fermé.

T+#0 car z,£T. Soit 4 la diagonale de Y XY ; Y étant séparé, 4 est fermé et
(g1, &) étant continue, T=(gy, &)~ (4) est fermé.

Soit z€T, on pose y=g,(z)=gs(z). Comme p est un homéomorphisme local,
il existe un voisinage V de y tel que p|V : V-~U=p(V') soit un homéomorphisme
sur un voisinage de p(y)=f(z) ; g et g, étant continues, il existe un voisinage W
de z tel que g;(W)cV ; j=1,2, o=(p|lV)"' est un homéomorphisme U-V ;
pog;=/ entraine g|W=¢o(fIW) ; j=1,2, alors g|W=g,|W, ie. WCT, donc
T est ouvert. O

1.1.5. Théoréme (relévement d’arcs). — Soit p : Y ~X un homéomorphisme local
d’espaces topologiques séparés. Soient a, bcX ; acp~(a) ; I' : IXI-X une
application continue telle que I'(0,s)=a ; I'(1,s)=b; scI; on pose y,(t)=I(t,5).

Si tout arcy, peut étre relevé en un arc ¥, d'origine a, alors %, et 9, ont méme
extrémité et sont homotopes.

DEMONSTRATION. — On pose I' : IXI~Y telle que (2, s)=%(t).
1.1.6. Lemme. — [ est continue sur I<1I.

I=pol ; T({1}xI)={b}, donc I({1}xI)cp~1(b) ; {1}XI étant connexe et
[ continue, I'({I}xI) est connexe ; p~'(b) est discret, donc [({1}XI) est un
seul point bcp~i(b) : les arcs 9, ont méme extrémité b et 9, et 4, sont homo-
topes. [

1.1.7. DEMONSTRATION DU LEMME. —

(i) Soit ¥ un voisinage de 4 tel que p|V : V—-U=p(¥V) soit un homéomorphisme
d’inverse ¢ : U—~V.

Puisque I'({0}xI)={a} et que I' est continue, il existe &>0 tel que
I([0, g [ XI)cU. Par le théoréme d’unicité du relévement (1.1.4), pour tout sel :
ona:

?sl[oa 80[ = (PO(Vs][Os 80[)'
Donc ['=¢ol' sur [0,g[XI ce qui implique la continuité de I' sur T'ouvert
[0, [ XTI de IXI.
(ii) Montrons que I est continue sur IXI. Soit (t,, 6)€IXI un point en lequel
I n’est pas continue et soit r=gr61§' [[" non continue en (#,06)], on a : T=¢g,.
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Posons x=I'(1,0) ; £=I(1,06)=%,(r). Il existe un voisinage V" de * tel que
plV : V-U=p(V) soit un homéomorphisme ; U est un voisinage de x ; soit
¢ : U~V T’homéomorphisme inverse de p|V. L’application I' étant continue, il
existe des intervalles 7.(t) et 7.(¢) centrés en 7 et en ¢ respectivement, de longueur
2, tels que I'(I,(t)XI,(0))cU ; en particulier, on a ,(/,(r))cU et, par unicité
du relévement des arcs

(1.1 Pal1,(2) = @o(y,| L(D))-

Soit 7,€I,(t) ; 1,<t ; alors, par définition de I, on a : [(1;, 6)=9,(t,)EV,
d’aprées (1.1).

Puisque I est continue en (1;, ¢), il existe O<J<e tel que, pour s€I;(c), on
ait (ty, $)=9,(t)eV.

Par l'unicité du relévement, pour scl;(c), on a : $|L(r)=¢oy,l.(tr), donc
F=¢@olI' sur I(t)xI,(o), alors [' est continu au point (t, ¢) ce qui contredit
la définition de 7, donc I'existence de ¢,, i.e. [ est continue sur IXI. O

1.2. Revétements topologiques

1.2.1. Une application continue p : Y—X d’espaces topologiques est appelée un
revétement si la condition suivante est réalisée : pour tout x€.X, il existe un voisinage
ouvert U de x tel que p~'(U)= |J V; ou les V; sont des ouverts disjoints de Y tels
J€J
que, pour tout j€J, p|V;—~U soit un homéomorphisme.
En particulier, p est un homéomorphisme local. On désigne parfois le revétement

P par le triplet (Y. p, X).

1.2.2, Exemples de revétements topologiques

(a) Soient
keEN* et p: C*-C*

Z > zF
p est un homéomorphisme local : pour b€ C* et a=p(b), il existe des voisinages
ouverts ¥, de b et U de a tels que p|V : Vo~ U soit un homéomorphisme. Soit w
une racine k-iéme primitive de 'unité, alors

k—1

pHU)=UV, avec ¥ =ao'V,.

j=0

Si zerlﬂVjZ, on a w/r~2 =1, ce qui implique j,=/,, donc les V; (j=0,..,p—1)
sont disjoints ; ils sont homéomorphes a U par p.

(b) Considérons I'application exponentielle exp : C~C* ; soit a=exp b ; exp
est un homéomorphisme local, donc il existe un voisinage ouvert ¥, de b et un voi-
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sinage ouvert U de a tels que expll, : ¥,—~U soit un homéomorphisme. Alors

exp~(U) = |J ¥V, avec V,=2nin+V,
ncZ
et on vérifie, comme en (a), que les V, sont disjoints deux a deux.

(c) Soient @y, w,€ C deux éléments R-linéairement indépendants, alors I'=w, Z +
+w,Z est un sous-groupe discret, fermé du groupe topologique additif C. On
considére le groupe topologique quotient T=C/I' et la projection (continue)
IT . C-T. I étant fermé, C/I' est séparé, en outre c’est I'image, par 'application
II du compact {iw,+pw, ; A, u€f0, 1]} de C, donc T est compact. Soit acT et
beIl~'(a), considérons I'ouvert V' de C égal a

, , 1 |
{b+/.1w1+/.2w2 ; -5<ﬂ,j<E 5= 1,2} ;

IV est un homéomorphisme de ¥ sur le voisinage ouvert U=II(V) de a dans
T ; de plus z—b=({V)™! : U~V est unc carte holomorphe de T centrée en
a : T est une surface de Riemann.

Soient S'={ze€C ; |z|=1} Ie cercle unité, 1" "application

C—~Stxs$t
1@y + Ay @y > (210, g2Mi%e)
avec 4, 4,€R. Alors les applications 7 et I1” définissent I"’homéomorphisme
Y: T~ SIXSt

par le diagramme commutatif

d’ol le nom de rore complexe donné a T.

1.2.3. Contre-exemples

(a) Soit j : Y- X Tlinjection canonique d’un ouvert ¥ d’un espace topologique
X, différent de X ; alors j est un homéomorphisme local bijectif de ¥ sur son image,
cest idy, mais, pour tout x€Y\Y et tout voisinage ouvert U de x dans X,
JTHU)NY est un ouvert de Y qui n’est pas homéomorphe a U par j ; donc j n'est
pas un revétement.

(b) Soit f: ¥Y—X un homéomorphisme local surjectif et soit (y;);e, la fibre
de x€X ; tout point y; a un voisinage ouvert ¥;’ tel que fIVj' soit un homéomor-
phisme : V/~f(¥V/)=U;. SiJ est fini, alors () U; est un ouvert U et les V;=

jcd
’ — . — _ .o
=V f~1(U) sont les ouverts tels que f I(U)fjg V; ; si pour tout x les ouverts
V; sont disjoints, f est un revétement. Mais si J est infini, pour qu’il en soit ainsi,
il faut que () U; soit un ouvert ce qui n’est pas toujours réalisé.
jed
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1.2.4. On dit qu’une application continue p : Y—X a la propriété de relever les
arcs si, pour tout arc y : [0, 1]-X, pour tout yp,£Y tel que p(y,)=7(0), il existe
un relévement $ : [0, 1]-Y de y tel que $(0)=y, ; $ est un arc de Y.

1.2.5. Théoréme. — Tout revétement p : Y —~X releéve les arcs.

DEMONSTRATION. — Soient v : [0, 1]-X un arc, y,€Y tel que p(yy)=7(0) ;
[0, 1]=1 étant compact, il existe une suite finie de réels O=fy<t<...<f,=1 de
I et des ouverts U, X, k=1, ...,n tels que

(1 Y([tk—b t)c Uy
(i) p~1 (U= |J Wy, ou¥; est un ouvert de Y tel que p|¥;; : ;U soit un
Jjedx

homéomorphisme.

Supposons qu’il existe un relévement $1[0, #,_] de y|[0, #,_] avec $(0)=y,. Alors
il existe jeJ, tel que 9(f_,)€EV; ; soit ¢ I'’homéomorphisme inverse de
PV« Vi~ U 5 alors P, 7k]:(PO(V|[tk»1a tk]) releve yl[f;_q, ] donc P[0, £]
reléve 7[[0, #,]. L’hypothése de récurrence est satisfaite pour k=1, d’ou la con-
clusion. [0

1.2,6. Théoréme. — Soient X, Y deux espaces topologiques séparés, X étant con-
nexe par arcs et p : Y —~X un revétement. Alors le cardinal % p~'(x) est indé-
pendant de xc X ; en particulier, si Y #(, p est surjectif. § p~1(x) est appelé le nom-
bre de feuillets de p.

DEMONSTRATION. — Soient x4, ;€ X, xo7#x, et y : [0,1]-X un arc joignant x,
a x;. Soit yép~i(x,), alors il existe un relévement % : [0, 1]1-Y tel que $(0)=y
d’aprés 1.2.5, unique d’aprés 1.1.4. Soit ¥ (»)=9(1)ép~(x,) ; en échangeant
X, ¢t x; et compte tenu de Punicité du relévement (1.1.4), on voit que ¥ est
bijectif. [

1.2.7. Complément sur les arcs continus

(a) Soient X un espace topologique, a, b, c€X ; 9 : I-X un arc joignant a a b,
6 : I-X un arc joignant b & ¢ dans X. L’arc produit .8 : I-X est défini par :

y(28) ; té[O, —;—]
@8 = 1
6(2t—1); tE[—z—, 1] ; 1l joint a & c.

(b) L’arc inverse y~ : I-X est défini par

P~ () =y(1—1) : t€[0, 1].

(c) On vérifie immédiatement que, si y;,7, : I-X sont des arcs homotopes
joignant a 4 b, 4,, 6, : I-X des arcs homotopes joignant b a ¢, alors y,.6, et y,.6,
sont homotopes, y,” et y; sont homotopes.
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1.2.8. On dit qu’un espace topologique X est localement connexe par arcs si tout
point de X a un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs.

1.2.9. Théoréme (existence d’un relévement). — Seient p : Y ~X un revétement d’es-
paces séparés, Z un espace topologique localement connexe par arcs, connexe
par arcs et simplement connexe et f: Z—~X une application continue. Alors pour
tout z,€Z, pour tout y,cp—* (f(z)))CY, il existe un relévement unique f : Z—~Y

defay tel que f(z.,)=y0.

Remarque. — Le théoréme est valide — et sera démontré — en remplagant I’hypo-
thése « p est un revétement» par la suivante qui en est une conséquence d’apres
1.2.1 et 1.2.5, « p est un hor.:éomorphisme local et p a la propriété de relever les
arcs ».

DEMONSTRATION.

Définition de f - Soit zcZ et y : I—~Z un arc joignant z, & z dans Z. Alors §=foy
est un arc de X joignant f(z,) 3 f(2) ; soit & : I—Y I'unique relévement de § d’origine
V4, on pose f(z)=35(1). Soit y, un arc de mémes propriétés que y, alors y, et y sont
homotopes puisque Z est simplement connexe ; on montre immédiatement que
d et §,=foy, sont homotopes. Alors d’aprés le théoréme de relévement des arcs
homotopes (1.1.5) § et §, de méme origine, ont méme extrémité §(1) ; donc f(z)
est indépendant de Iarc 6 et définit une application f : Z—Y telle que f=pof.

Continuité de f : Soient z€Z, y=f(z), V un voisinage de y dans ¥, on va montrer
qu’il existe un voisinage W de z dans Z tel que f(W)cV. La projection p étant
un homéomorphisme local, pour V assez petit, p|V : V->p(V)=U est un homéo-
morphisme d’inverse ¢ : U—V ; f étant continue, il existe un voisinage connexe
par arcs, W de z dans Z tel que f(W)cU. Soient z’¢W ety un arc de W joignant
zaz, alors 8 =foy’ asonimage dans U, & =¢@cd’ est un relévement de &’ d’origine
y, donc 8.8 est un relévement de 8.6 =fo(y.y") d’origine y, et f(z/)=(5.8")(1)=
=§()eV. O

1.2.10. Une application continue ¢ : ¥—~X d’espaces localement compacts est dite
propre si I'image réciproque par ¢ d’un compact de X est un compact de Y.

1.2.11. Théoréme. — Soit p : Y —~X un homéomorphisme local propre d’espaces
localement compacts. Alors p est un revétement.

1.2.12, Lemme. — Soit p : Y —~X une application continue, discréte, propre d’espa-
ces localement compacts. Alors

(i) pour tout xc X, p—'(x) est fini,

(ii) pour tout xc X, pour tout voisinage V de p~'(x), il existe un voisinage U de
x tel que p~1(U) V.

DEMONSTRATION. —(i) p est propre et discréte et {x} compact, donc p~*(x) est com-
pact et discret.

(ii) V contient un ouvert contenant p~1(x), il suffit de supposer V ouvert ; Y\V
est fermé ; p étant propre, F=p(Y\ V) est fermé et ne contient pas x, donc U=X\F
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est un ouvert contenant x ; en outre p~ (U)Np~Y(F)=0 et p~(F)>¥Y\V donc
p N (U)CV. O

1.2.13. DEMONSTRATION DE 1.2.11. — p étant un homéomorphisme local est discret ;

d’aprés 1.2.12. (i) p~ 1 (xX)={p1, -.s Yu) 3 ;€Y (=1, ..., n) ; de plus, il existe un

voisinage ouvert W, de y; tel que p|W; : W;~U;=p(W)) soit un homéomorphisme ;

Y ¢tant séparé, on peut supposer les W, disjoints. Alors | J W, est un voisinage
j=1

ouvert de p~1(x), donc (1.2.12. (ii)), il existe un voisinage ouvert U de x tel que

“(U)c " W, 5 soit V,=W,Np~1(U), les ¥; sont des ouverts disjoints et
p =1 J J J

J

plV; : V;—U est un homéomorphisme, pour j=1,..,n []

2. Morphismes de surfaces de Riemann

2.1. Morphismes

2.1.1. Les applications holomorphes f : X—~Y de surfaces de Riemann ont été
définies en 4.4.1 du chapitre 2 ; on les appellera aussi morphismes (de surfaces de
Riemann) ; une application biholomorphe est aussi appelée un isomorphisme (ch. 3,
5.3.3). A partir de propriétés des fonctions holomorphes dans un ouvert U de C qui
sont invariantes par applications biholomorphes de la source et du but, donc par
changement de cartes, on va établir des propriétés des morphismes de surfaces de
Riemann.

2.1.2. Théoréme d’identité. — Soient X une surface de Riemann connexe et
fisfs 2 X=Y deux morphismes qui coincident au voisinage d’un point x, de X,
alors f, et f, coincident sur X.

DEMONSTRATION. — Soit G Pensemble des x€X ayant un voisinage ouvert W,
tel que f1|W,.=/5|W,. D’aprés sa définition G est un ouvert et contient x,. Soit
bcG\G ; montrons que bCG : soit (U, h) une carte de X telle que b€U con-
nexe et telle qu’il existe une carte (V, k) de ¥ avec f,(U)cV (j=1,2) ; alors
les deux fonctions f/=kof;oh™* : h(U)~k(V') coincident sur I'ouvert non vide
h(UNG), donc sur I'ouvert connexe A(U) de C d’aprés (ch. 2,2.1.2), d’ot f1|1U=/,|U
et b€G. L’ensemble G non vide, ouvert et fermé de X connexe, est égal
aX. O

2.1.3. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann connexe et fi,f, : X—>Y
deux morphismes qui coincident sur une partic A de X ayant un point limite x,,
alors f, et f, coincident sur X.

DEMONSTRATION. — 11 suffit de montrer que f; et f; coincident sur un voisinage
assez petit U de x, dans X, donc, en prenant des cartes, pour U ouvert connexe
de C, £, et f, fonctions holomorphes sur U ; f; et f, étant continues, on a f; (x,)=
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=/3(xo), alors (AU{x,})NU est non discret et contenu dans I'ensemble des zéros
de fi—/f; sur U, d’ou : f;—/f;=0 sur U, d’aprés (ch. 2,2.2.2). [0

2.1.4. Théoréme de prolongement. — Soient U un ouvert d’une surface de Rie-
mann, ac U et fcO (U\{a}) une fonction bornée au voisinage de a. Alors f a une
extension unique holomorphe sur U.

DimonsTRATION. — 11 suffit d’établir le théoréme dans le cas ot U est le domaine
d’une carte /4 ; le théoréme est connu pour I'ouvert #(U) de C et la fonction foh™!
holomorphe sur A(U)N\k(a) (ch. 2,4.3.3). 0O

2.1.5. Théoréme. — Soit f : XY un morphisme non constant de surfaces de
Riemann. Pour tout acX, il existe une carte (h, U) de X centrée en a, une carte
(k, V) de Y centrée en b=f(a), avec f(U)CV et un entier n=1 tel que Papplication
F=kofoh™ : h(U)—-k(¥V) soit 7—F(z)=2z".

DEMONSTRATION. — Soient (A, U"), (k, V) deux cartes centrées en a et b resp.
telles que f(U’)CV et soit { la coordonnée dans la carte A’. Alors

G = kofol'=1 : W(U’) — k(V)

est telle que G(0)=0. D’aprés 5.2 du chapitre 3, il existe n€N* et une fonction 2
holomorphe, sans zéro, sur un voisinage ouvert W’ de 0 dans A'(U’) tels que :
G(O=("2"() ; lapplication
o W --W=a(W’)
{—z={A({) est un isomorphisme. Posons U=h""1(W")
et h=aoh’ ; alors F=kojoh l=kofoh’loa™' : h(U)~kV)
z—z" est la fonction

cherchée. [

2.1.6. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann connexe et f : XY un
morphisme non constant. Alors f est une application ouverte. [

2.1.7. Corollaire. — Soit f: X—Y un morphisme injectif. Alors f est un isomor-
phisme de X sur f(X).

DEMONSTRATION. — [ injectif entraine, par 2.1.5, que n=1 en tout point de X.
Alors f est biholomorphe de X sur f(X). [J

2.1.8. Corollaire (principe du maximum). — Soient X une surface de Riemann con-
nexe et f: X—C une fonction holomorphe non constante. Alors |f| n’atteint pas
son maximum.

DEMONSTRATION. — Soit a€ X en lequel |f(x)| atteint son maximum M. Alors
J(X)cK={z€C ; |z|< M} ; f(X) étant ouvert (2.1.6), S(X)cK ; dapres le choix
de K, f(a)EK\If, contradiction. [J

2.1.9. Théoréme. — Soit f : X—Y un morphisme non constant de surfaces de
Riemann connexes. Alors, si X est compacte, Y est aussi compacte et f est surjectif.
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DEMONSTRATION. — f(X) est ouvert (2.1.6), fermé car f(X) est compact non vide ;
Y étant connexe, f(X)=Y compact. [

2.1.10. Corollaire. — Toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann com-
pacte connexe est constante.

DEMONSTRATION. — C n’étant pas compact, f est constante d’aprés 2.1.9. O

2.1.11. Corollaire, — Toute fonction mévomorphe f différente de = sur P' =P1(C)
est rationnelle.

DEMONSTRATION. — f'a un nombre fini de péles, sinon P! étant compact, I’ensemble

des pdles aurait un point d’accumulation a ; a serait un pdole non isolé, donc f=<

au voisinage de a ; P! étant connexe, d’aprés 2.1.3, f=<= sur P On suppose que

o> n’est pas un pdle de f, sinon on considére 1/f. Soient p, ..., p, les pdlesde
—1

fs Prs - Pu€C. Soit hy= ). C,;(z—p,) la partie principale de / en p, ; d’aprés
j=—k

J v

4.4.3 du chapitre 2, h, s’étend en une fonction méromorphe sur P! ; alors f— Y h,
v=1

est holomorphe sur P!, donc constante d’aprés 2.1.10. [

2.2. Morphismes non ramifiés

Dans la suite, les surfaces de Riemann considérées sont supposées connexes.

2.2.1. Théoréme. — Soit p : Y—->X un morphisme non constant de surfaces de
Riemann. Alors p est ouvert et discret.

DEMONSTRATION. — p est ouvert (2.1.6). Si pour ac€X, p~'(a) n’est pas discret,
alors p~1(a) a un point d’accumulation, d’aprés le théoréme d’identité (2.1.3), p
est 'application constante : Y—>{a}. O

2.2.2. Si p : Y—>X estun morphisme non constant, ¥ est appelée un domaine (étalé)
au-dessus de X.

2.2.3. Soit p : Y—X un morphisme non constant de surfaces de Riemann, un
point y€Y est dit point de ramification de p s’il n’existe pas de voisinage V de y tel
que p|V soit injectif ; p est alors dit ramifié.

Un morphisme sans point de ramification est dit non ramifié.

2.2.4. Théoréme. — Soit p : Y~X un morphisme non constant de surfaces de
Riemann ; alors les deux conditions suivantes sont équivalentes ;

(a) p est non ramifié ;

(b) p est un homéomorphisme local.

DEMONSTRATION. — (a)=(b) : soit y€Y, alors il existe un voisinage ¥V de y tel
que p|V soit injectif ; puisque p est continu et ouvert, p|V est un homéomorphisme
de V sur T'ouvert p(V).
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(b)=(a) : pour tout y€Y, il existe un voisinage ouvert ¥ de y tel que p|V soit
un homéomorphisme : V—-p(V), ouvert de X ; en particulier, p|V est injectif
donc y n’est pas un point de ramification. O

2.2.5. EXEMPLES.

(1) Domaine Y au dessus de X :

(a) Soit Y=C ; X=C" ; p=exp : C~>C* ; pour tout u,¢ C*, dans tout disque
z—€”
B de C centré en u, et contenu dans C*, considérons une détermination de log u,
on a pour u=e®, logu=z. Alors l'identit¢é Y —~C composée avec I'inverse locale

log de p est une fonction X—C & plusieurs déterminations.

c =v%cC
expl Pl Ag
C*— X

(b) Plus généralement, pour tout domaine étalé Y -2~ X, toute fonction holo-
morphe ou méromorphe f sur ¥ définit, par composition avec I'inverse locale de
p, une fonction holomorphe ou méromorphe sur X a plusieurs déterminations.

(2) Considérons un morphisme f: X—Y et le nombre n du théoréme 2.1.5,
pour un point a€X. Pour tout voisinage U, de a, il existe un voisinage ouvert U
de a contenu dans U, et un voisinage ouvert W=f(U) de b=f(a) tel que, pour
tout x¢W\Ja}, la partie f~1(x) ait exactement » points : on dit que f'a la multi-
plicité n en a. D’aprés cette définition, pour toute application holomorphe non
constante p : Y—X, y€Y est un point de ramification de p, si et seulement si p
a la multiplicité au moins égale a 2 en y. D’aprés le théoréme 2.1.5, le comportement
local de p est le méme que celui de I'application :

Cc-C

zv>Z"

(3) L’application exp de (1) est un morphisme non ramifié car elle est injective
sur tout ouvert V de C qui ne contient pas deux nombres complexes congrus modulo
2mi.

(4) La projection IT : C—~T (1.2.2. (c)) est non ramifiée.

2.2.6. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann, Y un espace topologique
séparé et p : Y >X un homéomorphisme local. Alors Y porte une structure com-
plexe unique telle que p soit holomorphe.

DEMONSTRATION. — Pour tout y€Y, soient x=p(y), (b, U;) une carte holo-
morphe de X en x ; il existe un voisinage ouvert ¥, de y tel que p|¥; : Vi—p(V)
soit un homéomorphisme. Soient U=p(#)NU,cU; et h=m|U ; alors (h, U)
est une carte de X et si V=V,Np~*(U), (V, hop) est une carte holomorphe de Y.
Les cartes holomorphes (V, k) avec k=hop sont compatibles et constituent un
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atlas analytique complexe % de Y tel que p soit une application holomorphe :
Y-X.

Soit A’ un autre atlas analytique complexe de Y tel que p soit holomorphe, alors
p (Y, W)—>X est un isomorphisme local, de sorte que I'identité (Y, 2A)—~(¥Y, A")
est un isomorphisme local, donc un isomorphisme : les atlas A et A’ sont équi-
valents. [J

2.2.7. Théoréme. — Soient X, Y, Z des surfaces de Riemann, p : Y ~X un mor-
phisme non ramifié et f: Z—~X un morphisme. Alors tout relévement g : Z—Y
est un morphisme.

DEMONSTRATION. — Soient ¢€Z, b=g(c), a=f(c) ; on a p(b)=a. Alors il existe
des voisinages ouverts V de b et U de a tels que p|V : VU soit biholomorphe
(2.1.7), de morphisme inverse ¢ ; g étant continu, il existe un voisinage ouvert
W de c tel que g(W)cV ; alors glW =(o| f(W))o(fIW) est holomorphe, donc g
est un morphisme. [J

Y

g/
il
z-1. x

2.2.8. ExemPLE. Logarithme d'une fonction.

Soit X une surface de Riemann simplement connexe et f : X—~C* On cherche
une fonction holomorphe F : X—C telle que exp F=f, i.e. telle que F soit un
relévement de /'a C, par rapport & exp. Soit x,€X et c€C tel que e°=f(x,), alors
(1.2.9) il existe un relévement F : X—C tel que F(x,)=c. D’aprés 2.2.7, F est
holomorphe. Toute autre solution différe de F par 'addition de 2nin, ncZ. Par
définition F=logf. Si f est l'injection canonique, logf est une détermination
continue de la fonction log sur X.

2.3. Revétements holomorphes ramifiés

2.3.1. Soit f: X—Y un morphisme non constant, propre, de surfaces de Riemann.
f étant propre f(X) est fermé, f(X) est ouvert (2.1.6), non vide, Y est connexe,
donc f est surjectif. D’aprés le comportement local d’un morphisme (2.1.5), ’en-
semble A des points de ramification de f posséde les propriétés suivantes : tout
point a de 4 posséde un voisinage ouvert U, tel que U, A={a}. Alors 4 est discret,
fermé. L’ensemble B=f(A)CY est appelé l'ensemble des valeurs critiques de f.

Soient Y'=Y\B ; X'=X\JUB)CX\A, alors f|X’ : X’>Y’ est un mor-
phisme non ramifié¢ ; d’aprés 2.2.4, c’est un homéomorphisme local ; comme f|X’
est propre, d’aprés 1.2.11, c’est un revétement, 3 nombre fini de feuillets (1.2.6)
d’aprés 1.2.12 (i). Y’ est connexe par arcs ; d'aprés 1.2.6, le nombre de feuillets du
revétement f|X’ est déterminé, soit n, i.e. pour tout ¢€Y’, f prend la valeur ¢
exactement » fois.
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Pour tout x¢€X, soit u(f, x) la multiplicité de fen x au sens de 2.2.5 (2). On
dira que f prend m fois la valeur ccY, compte tenu des multiplicités si
m= 3 u(f,x).
x€p~1(d)

2.3.2. Théoréme. — Soit f: XY un morphisme non constant, propre de sur-
faces de Riemann. Alors, il existe ncN* tel que f prend toute valeur ccY n fois.

DEMONSTRATION. — Dans les notations de 2.3.1, il suffit de vérifier que, pour toute
valeur critique ¢y, m=n. Soient p~1(co)=(x, ..., x,) ; k;=u(f, x;) ; d’aprés 2.1.5
et 2.2.5 (2), il existe des voisinages disjoints U; de x; (j=1, ..., r) et des voisinages
V; de ¢, tels que, pour c€V\{co}, #(p~ (NU;)=k;,j=1, ..., r. D’aprés le lemme
1.2.12 (ii), il existe un voisinage VCHN...N¥ de ¢, tel que p~ (V) U, U...UU,.
Mais, pour tout ¢€VNY’, on a :

tp (&) =ki+...+k,=n, dot m=n 0O

2.3.3. Tout morphisme f de surfaces de Riemann, non constant, propre sera appelé
un revétement holomorphe a n feuillets ou n est défini en 2.3.2. Si f n’est pas ramifié,
C’est un revétement topologique, on lappelle un revétement (holomorphe) non
ramifié ; sinon, on dit que ¢’est un revétement (holomorphe) ramifié.

2.3.4. Remarque. — Sur toute surface de Riemann compacte X, pour toute fonc-
tion méromorphe f, le nombre de pdles est égal au nombre de zéros (comptés avec
leurs multiplicités) ; en effet, ce nombre est égal au nombre de feuillets du revéte-
ment, en général ramifié, /' : X—>PL

3. Faisceaux

3.1. Préfaisceaux

3.1.1. Définition; exemples. — Soit & la catégorie des ensembles ; les objets de
& sont les ensembles ; les morphismes de & sont les applications. On considérera
des sous-catégories dont les objets ont des structures algébriques et dont les mor-
phismes sont compatibles avec ces structures.

EXEMPLE: catégorie des groupes (abéliens) avec les morphismes de groupes.

Soient X un espace topologique, € une catégorie d’ensembles, un préfaisceau A
sur X, a valeurs dans €, est une fonction définie sur ’ensemble des ouverts de X, a
valeur dans ¢, U—~A(U), ou U est un ouvert de X, A(U)€%, possédant les
propriétés suivantes : si ¥ est un ouvert de X, tel que UV, il existe un morphisme
o+ AWV)—~AU) tel que

(i) pour tout ouvert U de X, o} est I'identité : A(U)—~A(U) ;

(i1) si U, ¥V, W sont des ouverts de X tels que UcVcW, alors

w

oll = obool.
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On note souvent un préfaisceau 4 par (A(U), o}) ou U, V désignent des ouverts
tels que UcCV.
Ex. : Soit C(U) I'anneau des fonctions continues sur 'ouvert U, alors

ev 1 C(V) ~CU)

est ’homomorphisme d’anneaux défini par restriction a U des fonctions continues
sur ¥ ; C est un préfaisceau d’anneaux.

Ex. : Préfaisceau d’anneaux des fonctions C* sur une variété différentielle C=
(voir Appendice).

A chaque fois que A(U) est un ensemble de fonctions, on a un préfaisceau dans
lequel les morphismes g}, sont définis par restriction des fonctions sur ¥V 4 U ; a
cause de cela, on appelle souvent g}, un morphisme de restriction et, pour s€ A(V),
on pose oy,(s)=s|U.

3.1.2, Préfaisceau constant

Soit G un groupe (un anneau, ...) et supposons que, pour tout ouvert U de X,
A(U)=G et, pour tout ouvert V contenant U, ¢y =id;. Le préfaisceau ainsi défini
est dit constant et noté G.

3.1.3. Morphismes de préfaisceaux

Soient 4 et B deux préfaisceaux sur X ; la donnée pour tout ouvert U de X d’un
\'4
AV) - AU)
morphisme hy; : A(U)—~B(U) tel que, pour UCV, le diagramme hvl 1"!}
BW)-L B)
soit commutatif est un morphisme de préfaisceaux h : A—~B ; on a noté o/ les
morphismes relatifs au préfaisceau B.
Les préfaisceaux sur X et leurs morphismes constituent une catégoric PF.

3.2, Faisceaux ; espaces étalés

3.2.1. On remarque que les exemples de préfaisceaux de 3.1.1 possédent les propriétés
suivantes : pour toute famille (U));c; d’ouverts de X, soit U= UI U,
i

(F1) si &,5"€¢A(U) sont tels que §'|U,=s"|U,, alors s'=s" ;
(F2) pour tout icl, soit s5,¢A(U;) tel que, pour tout (i,7)€IXI, s|U,NU;=

=s;{U;NU;, alors il existe s€ A(U) tel que, pour tout i€l, s|U;=s;.
(F1) affirme I"unicité d’un élément de A(U) donné localement ; (F2) ’existence d’un
tel élément.
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Un préfaisceau A possédant les propriétés (F1) et (F2) est appelé un faisceau.
Les morphismes de faisceaux sont les morphismes de préfaisceaux, de sorte que
les faisceaux forment une sous-catégorie pleine F de la catégorie des préfaisceaux.
3.2.2. Remarque. — Si U=0, on a U=J U,, les conditions (F1) et (F2) im-

ico

pliquent que A(0) a exactement un élément.

3.2.3. ExemPLE. — Le faisceau G. Le préfaisceau constant G, ou G est un groupe
abélien ayant au moins deux éléments, n’est pas un faisceau, a cause de la remarque
3.2.2, car l’axiome (F2) n’est pas satisfait. On va modifier 4(U) : on pose A(U)=
={g : U~G, application localement constante} ; en particulier, si U est connexe,
alors A(U)=G. Soit gy, la restriction des applications. Alors A est un faisceau
appelé faisceau des fonctions localement constantes a valeurs dans G ; on le notera
encore G.

3.2.4. Espaces étalés au-dessus de X

Soit X un espace topologique, un espace étalé au-dessus de X est un couple (E, p)
d’un espace topologique E et d’une application p : E—~X qui est un homéomor-
phisme local. Alors p est une application ouverte (1.1.3).

Soit M c X, une application continue s : M —~E telle que pos=id,; est appelée
une section de E au-dessus de M.

3.2.5. Proposition. — L’image d’un ouvert par une section est un ouvert.
Cela résulte immédiatement du fait que p est un homéomorphisme local. O

3.2.6. Corollaire. — Svient s et t deux sections au-dessus d’un ouwvert U de X,
alors elles sont égales sur un ouwvert de U (donc de X).

En effet, toute section est, localement, un homéomorphisme inverse de p. [

3.2.7. Morphismes d’espaces étalés

Soient (E,p), (E’, p") deux espaces étalés, un morphisme [ : (E,p)—~(E’,p")
est une application continue f: E—~FE’ telle que p=p’of. Les morphismes d’es-
paces étalés constituent une catégorie E dont les objets sont les espaces étalés.

AN
LAY 4

X
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3.3. Equivalence des catégories F et E

On considére un espace topologique X.

3.3.1. Soit (E,p) un espace étalé au-dessus de X, pour tout ouvert U de X, soit
I'(U, E) Tensemble des sections de E au-dessus de U ; pour tout couple d’ouverts
U,VdeX, UcV, soit ¢, : I'(V, E)~TI'(U, E) la restriction, alors (I'(U, E), ¢};)
est un préfaisceau et, les Q‘,; étant définis par des restrictions de fonctions, c’est un
faisceau I'E.

Un morphisme f : E—~E’ d’espaces étalés définit un morphisme

I'f. TE—~TE’
de faisceaux. On vérifie (transitivité) que I' est un foncteur E—F.

3.3.2. Soit G=(G(U), ¢}) un préfaisceau sur X a valeurs dans une catégorie
d’ensembles. Soient fcG(U) : g€G(V) avec xcUNV ; sl existe WcUNV,
xEW tel que oY f=o0),g, on pose fv& ;  est une relation d’équivalence. Soit

F.= |J G(U)/~, F, a mémestructure algébrique que G(U) ; en outre I'application
U>sx

Qg : G(U)—~F, est un homomorphisme ; F, est appelé la limite inductive des G(U)
Sfr—classe de f modulo ~

quand U décrit ’ensemble des ouverts de X contenant x et on écrit F,= lim G(U).
xeU

Ex. : Si X est une variété différentielle (voir Appendice) et G le préfaisceau des fonctions
C= sur X, alors F, est Pensemble (ici ’anneau) des germes de fonctions indéfiniment
différentiables en x.

On va mettre une topologie sur la réunion disjointe F des F, (x€X) telle que
p : F~X définie par p|F, : F,—~{x} soit un homéomorphisme local. Pour tout
ouvert U de X, pour tout £€G(U), soit

s¢: U~>F
x - 0%(&).
On met, sur F, la topologie la plus fine telle que les s, soient continus, i.e. la topologie
engendrée par les 5,(U) pour U ouvert de X et (€G(U), autrement dit, les ouverts
de F sont les réunions d’intersections finies des s;(U). Alors, on vérifie que p est
continue et est un homéomorphisme local, donc (F, p) est un espace étalé au-dessus
de X, qu’'on notera LG. On vérifie que tout morphisme % : G—~G” de préfaisceaux

définit un morphisme Lh : LG—~LG’ d’espaces étalés et que L est un foncteur
PF—E.

3.3.3. Remarque. — Si G est un préfaisceau et (E, p)=LG, alors il existe un mor-
phisme h : G—~T'(E).

Si G satisfait & (F1), alors & est injectif ; si G satisfait & (F1) et (F2) h est sur-
jectif,

3.3.4. Soit G un préfaisceau, on appelle I'LG le faisceau engendré par G et on
vérifie

(a) si G est un faisceau, alors I'LG est isomorphe a G,

(b) si F est un espace étalé, alors LI'F est égal a F.
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Cela établit 'équivalence des catégories F et E, en outre on vérifie que les foncteurs
T et L sont adjoints, i.e. qu’il existe une bijection : Morg (G, I' F)—~Morg (LG, F).

3.3.5. Remarques. — 1. Un faisceau 4 est complétement déterminé quand les A(U)
sont donnés sur les ouverts U d’une base de la topologie de X ; en particulier, les U
peuvent étre supposés connexes.

2. Dans la pratique et suivant les questions traitées, on considérera un faisceau
selon la définition 3.2.1 ou comme un espace étalé (3.2.4).

3.4. Faisceaux de groupes, d’anneaux

Nous allons traduire, en termes d’espaces étalés, la notion de faisceau a valeurs
dans une sous-catégorie de la catégorie des ensembles dont les objets et les mor-
phismes ont une structure algébrique. Pour fixer les idées, on considérera surtout la
catégorie des anneaux.

Soient (F, p), (F’, p’) deux espaces étalés au-dessus de X, on considere le sous-
espace de FXF’ suivant, appelé le produit fibré de F et F’ au-dessus de X :

FXxF' = {(x,x)YeFXF'; px =p'x’}.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un espace étalé soit défini par
un faisceau d’anneaux sont les suivantes :

1) pour tout x€X, la fibre F, est un anneau,

2) les applications FXyxF—~F définies par les lois de composition sur chaque
fibre sont continues.

3) La section O et, siles anneaux F, sont unitaires, la section 1, sont continues.
F est alors dit espace étalé en anneaux.

Alors les foncteurs L et I’ sont des isomorphismes fonctoriels entre la sous-caté-
gorie des faisceaux d’anneaux et celle des espaces étalés en anneaux.

3.5. Faisceaux satisfaisant au théoréme d’identité

3.5.1. On dit qu’un préfaisceau F sur un espace topologique X satisfait au théoréme
d’identité si, pour tout ouvert connexe Y X et tout couple £, g d’éléments de F(Y')
tels que of f=plg en un point x€Y, ona f=g.

3.5.2. ExempLE. — Soient X une surface de Riemann et, pour tout ouvert U de X,
O(U) T'anneau des fonctions holomorphes sur U, alors si pour tout couple U, V'
d’ouverts de X, avec UcCV, g} désigne 'homomorphisme restriction : O(V)—
~0(U), (0(U), gp) est un faisceau O dit faisceau des fonctions holomorphes sur
X ; en outre pour tout x¢X, @, est isomorphe 4 'anneau des séries enti€res con-
vergentes en une coordonnée locale holomorphe quelconque z centrée en x. Soient
Y un ouvert connexe de X, x€Y, f,gc0(Y) tels que oY f=¢lg ; alors, par défini-
tion de 0,, il existe un voisinage ouvert W de x tel que f|W =g|W et, d’aprés le
théoréme d’identité (2.1.2) f=g sur Y.
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On définit de la méme facon le faisceau .# des fonctions méromorphes sur X
(cf. ch. 2, 4.3.4 et 4.4.1).

3.5.3. Théoréme, — Soient X un espace topologique séparé et F un préfaisceau
sur X qui satisfait au théoréme d’identité. Alors Pespace étalé LF est séparé.

DEMONSTRATION. — Soient ¢@,, @€ LF ; ¢, @, ; il s’agit d’exhiber deux voisinages
disjoints de ¢, et de ¢, dans LF.

(@) Si p(p)=x=y=p(p,), puisque X est séparé, il existe deux voisinages U
de x et ¥V de y disjoints, alors p~(U) et p~*(V') sont des voisinages disjoints de
@, et @, respectivement.

(b) Si p(e)=p(px)=x ; pour j=1,2, soit f;€F(U;) un représentant de ¢;.
Soient U un voisinage ouvert connexe de x tel que UcU;NU, et

s, U~LF
z—fi =015
par définition de la topologie de LF, sy, (U) est un voisinage ouvert de ¢;. Sup-
posons quil existe Yes, (U)sy, (U) et soit p)=ncl, alors ¥,=fi,=foy

F satisfaisant au théoréme d’identité, on a : f1|U=/|U, d’ou ¢@,=¢,, contradic-
tion. [J

4. Prolongement analytique

4.1. Prolongement analytique le long d’un arc

4.1.1. Soient X une surface de Riemann, @ le faisceau des fonctions holomorphes
sur X, v : [0, 1]-X un arc de X d’origine a, d’extrémité b ; @€0, un germe de
fonction holomorphe en a.

Si 7¢[0, 1] et ¢.€0,, il existe un voisinage ouvert U, de y(t) dans X et une
fonction holomorphe f,€@O(U,) telle Q,'[,](;)fZ(pr ; y étant continu, il existe un
voisinage ouvert W, de = dans [0, 1] tel que y(W)cU,.

Un germe €0, est dit prolongement analytique de ¢ le long de y si la condition
suivante est réalisée : il existe une famille (¢,);cp0,17 OU @,€0,, telle que :

1) po=0 et o=y
2) pour tout 7€[0, 1], pour tout t¢W,, ona Q.fj(;)f,z(pt

4.1.2. Lemme. — Soient X une surface de Riemann, y un arc d’ovigine a, d’extré-
mité b et 9c0,. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y€, est le prolongement analytique de ¢c0, le long de y ;

(ii) il existe un relévement 9 : [0, 1]-LO de y tel que $(0)=¢ et $(1)=y.

DEMONSTRATION. — (i)=(ii) : dans les notations de 4.1.1, [0, 1]-L6@, est une

t—qo,
application continue, d’aprés la définition de la topologie de L@ : c’est un relévement
$ de y satisfaisant a (ii).
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(i)=(i) : on pose @,=9(¢)€0,y ; alors @y=¢, ¢;=Y¥ ; soient t¢[0, 1] et
V={oYf; x€U} un voisinage de ¢, dans L0, pour un voisinage ouvert U de y(t)
dans X et une fonction f€@(U). Alors il existe un voisinage W, de 7 dans [0, 1]
tel que $(W,)cV ; cela entraine y(W,)c U et (ptzgf(t)f pour tout €W,. 0O

4.1.3. Proposition. Si le prolongement analytique d'un germe de fonction holo-
morphe @ le long d'un arc y existe, alors il est déterminé de facon unique.

DEMONSTRATION. — D’aprés 4.1.2, y a un relévement 9 d’origine ¢. D’aprés 3.5.3
L0 est séparé, donc le relévement % est unique (1.1.4) et le prolongement analytique
de ¢ est déterminé par . [

4.1.4. Théoréme de monodromie, — Soient X une surface de Riemann,
Yoo 71 ¢ 10, 1] - X

deux arcs homotopes joignant a a b. Soient (y)sc0,1) une déformation de 7y, en
y, et @0, un germe ayant un prolongement analytique le long de tout arcy,.
Alors les prolongements analytiques de ¢ le long de v, et de y, coincident.

DEMONSTRATION, — D’aprés 4.1.2, pour tout s€[0, 1], il existe un relévement 9,
de y, tel que $(0)=¢. LO est séparé (3.5.3), la conclusion résulte du théoréme de
relévement d’arcs homotopes (1.1.5) et de 4.1.2.

4.1.5. Corollaire. — Soient X une surface de Riemann simplement connexe, a un
point de X, o€, un germe admettant un prolongement analytique le long de
tout arc d’origine a. Alors il existe une fonction unique fcO(X) telle que o f=o.

DEMONSTRATION. — Tous les arcs joignant a a x€X sont homotopes ; ¢ a le
méme prolongement analytique ¥/, le long de tous ces arcs (4.1.4). D’aprés 4.1.1,
f: X—>C telle que f(x)=y.(x) est une fonction holomorphe sur X. Si g€0@(X)
satisfait & oXg=¢, g=f d’aprés le théoréme d’identité (2.1.2). 0O

4.2. Prolongement analytique

4.2.1. Soient X une surfacc de Riemann, a€X, ¢c0,, y, et y, deux arcs d’origine
a et d’extrémité b ; deux prolongements analytiques de ¢ en b, le long de y, et de y,,
peuvent étre différents.

a .
Ex. : a, bR, CC* avec a<b ; soient U=B(a, E] , z1? 1a détermination de Ia

fonction racine carrée dans U qui prend des valeurs positives sur R% et p=¢7z'/? ;
alors ¢@(a)=a'®. Soit ° (resp. Y1) le prolongement analytique de ¢ le long de
Iarc y, joignant a & b, porté par R* , resp. lelong d’un arc y, tournant une fois dans
le sens direct autour de 0, alors ¥ (b)=>b"?, Yy1(b)= —b'/2

Le prolongement analytique le long d’arcs issus de a peut donc étre une fonc-
tion holomorphe sur X A plusieurs déterminations. Cette situation conduit 4 la
notion suivante :
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4.2.2. Notation et définitions

Soit p : ¥ —~X un morphisme non ramifié de surfaces de Riemann ; p est localement
biholomorphe, donc induit, pour tout y¢Y, un isomorphisme pj : O,
on pose p,=p,,=(p;) "

Soient X une surface de Riemann, acX, ¢€0,. Un quadruple (Y,p,f,b) est
appelé un prolongement analytique de ¢ si :

2~ 0ry 3

(i) Y est une surface de Riemann, p : Y- X un morphisme non ramifié ;

(i1) f est une fonction holomorphe sur Y ;
(i) bep™ @Y ;5 p(e/)=0-

Un prolongement analytique (7, p,f, b) est dit maximal s’il est solution du
probléme d’application universelle suivant : pour tout prolongement analytique
(Z,q,8,¢) de ¢ il existe un morphisme au-dessus de X (un morphisme fibré)
F:Z->Y tel que F(c)=b et F*(f)=g. Y est appelée la surface de Riemann
de .

Un prolongement analytique maximal est unique 4 un isomorphisme prés ; c’est
une propriété valide pour toute solution d’un probléme d’application universelle :
si (Z,q,8,¢) est un autre prolongement analytique maximal, il existe un mor-
phisme fibré G : ¥Y—~Z convenable tel que FoG=idy, GoF=id;. O

4.2.3. Lemme., — Soient X une surface de Riemann, acX, o€, et (Y,p,f, b)
un prolongement analytique de ¢. Alors si 6 : [0, 1]-Y est un arc de Y tel que
0(0)=>b et S(V)=y, le germe lﬁ:p*(gz'f)éﬁp(y) est un prolongement analytique
de ¢ le long de Parc y=poé.

DEMONSTRATION. — Pour #€[0, 1], soit ¢, =p, (03 S )€U, . 50= 0,0 Alors @o=0
et ¢,=p, (f,)=y¥. Si #,£[0,1], puisque p : ¥Y—~X est un morphisme non ramifié,
il existe des voisinages ouverts V de 6(¢,) et U de pod(z,) resp. tels que p|V : VU
soit biholomorphe ; soient g : U-V Tinverse de p|V et g=q*(f|V)cO(U).
Alors, pour tout 7€V, on a p,(oyf)=ep,8 1l existe un voisinage W, de 1,
dans [0,1] tel que 6(W)cV, donc y(W)—U. Pour (€W, on a 058 =
=p*(gg(,)f)=qo,, i.e. ¥ est un prolongement analytique de ¢ le long de y. 0O

4.2.4. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann, acX, o€ 0,. Alors il existe
un prolongement analytique maximal (Y, p,f, b) de ¢.

DEMONSTRATION. — (a) Soient Y la composantc connexe de LO contenant ¢ ; p
la restriction a Y de la projection LO—~X, c’est un homéomorphisme local. Alors
L0 étant séparé (3.5.3), Y est munie d’une structure complexe telle que p soit holo-
morphe (2.2.6). On définit f : Y- C comme suit : on sait que tout #€Y est un
germe de fonction holomorphe en p(n) et on pose f(n)=n(p(n)). Montrons que /°
est holomorphe sur Y ; tout #,€Y a un représentant g€ O(U) ou U est un voisinage
ouvert de p(n,) ; alors V={0Y(g) ; x€U} est un voisinage ouvert de 5, dans ¥
tel que Q;’(no)gzno et f|V=go(p|V) est holomorphe : f holomorphe au voisinage
de tout point de Y est holomorphe sur Y. Soit b=¢ considéré comme point de Y,
alors (Y, p, f, b) est un prolongement analytique de ¢.
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(b) (Y, p, f, b) ci-dessus est maximal : soit (Z,q, g, c) un autre prolongement
analytique de ¢. Définissons un morphisme fibré F : Z—Y. Pour (€Z soit
x=q({) ; d’aprés le Lemme 4.2.3, le germe n:q*(ggz(g))é(ox est le prolongement
analytique de ¢ le long d’un arc y de X joignant a a x. D’aprés le lemme 4.1.2, il
existe un relévement $ de y dans LO tel que $(0)=¢ et $(1)=n ; comme Y est
connexe par arcs et contient ¢, elle contient aussi y. Posons F({)=# ; ona p(p)=x,
donc F est une application fibrée ; localement cC’est la composée des applications
holomorphes ¢ : Z—~X et inverse locale de p, donc F est holomorphe, en outre
F(c¢)=b, d’aprés la construction de F. [

4.2.5. Les résultats précédents de 4.2 sont valides quand on remplace les faisceaux
0 de fonctions holomorphes par les faisceaux .# de fonctions méromorphes.

5. Groupe fondamental ; revétement universel

5.1. Arcs homotopes

Désormais, deux arcs seront dits homotopes s’ils sont homotopes au sens de
(ch. 1, 5) et s’ils ont méme origine et méme extrémité ; le produit de deux arcs
et I'inverse d’un arc ont été définis en 1.2.7.

La relation : y, et y, sont homotopes est symétrique (changer s en 1—s) et notée
Yo~ Y1
5.1.1. Lemme. — Soient y : I-X un arc d’un espace topologique X et ¢ : I-1
une application continue telle que @(0)=0 et p(1)=1. Alors les arcs y et yo¢
sont homotopes.

DEMONSTRATION. — Soit I'=IX[I
(s, ) ~ (A —9)t+50(0)) 3

ro,g=y@; I{d,n=yoe)

I'(5,0)=70); I'(s,))=7y(1). O
5.1.2. Théoréme. — Soient X un espace topologique ; a,b,c,dcX ; y,6,¢ : I-X
des avces tels que : y(0)=a ; y(D)=b=056(0) ; s(W)=c=¢(0) ; e(V)=d ; y, Parc cons-
tant a, 8, Parc constant b. Alors, on a les homotopies

I est continue et

@ -y ~v~y-d

G) y-97~
(iii) (y-0)-e~y-(6-¢) (associativité du produit).
DFEMONSTRATION. ——

020 =905 re[0, 5]

(1) Yo 7(0) =
y2t—1); 16[%, 1]
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alors y,-y=vyoy avec ¥ :
VA I |
1
—0 t [0, —] s
t € 3

1
— —1 - — ] .
t—2t—1; te[z, ]
Daprés 5.1.1, y~vyoy, i.e. y~yy-7y.

1

y(20) ; te[O, 5

(i) Yy ()=
y(2-21) ; I‘E[—;, ]].
Soit I': IX7->X avec

(=521 re[O, %]
((1—92(1-1); IE[%, 1]

(iii) On a (y-8)-e=(y-(5-¢))oy

I'(s,t) = ; T (1, ) =y(0) = a.

( 1
|2r, te[o, Z]
1 11
_J 2+
() =+t t€[4,—2

5.1.3. On rappelle qu’un arc y : I-X est dit fermé si y(0)=y(1) ; un arc y d’ori-
gine et d’extrémité a est dit homotopiquement nul si y~y,, arc constant a.

5.2. Théoréme. — La relation y~0 est une velation d’équivalence entre arcs
d’origine a et d’extrémité b fixées.

DeémonsTrRATION. — 11 suffit de prouver I’associativité : soient y, §, ¢ trois arcs
d’origine a et extrémité b tels que y~d et d~e. Il existe deux applications con-
tinues

r: IXI-X; r©,n=y®
A: IXI—~X; T'(,H)=40,8)=6@), A(Q,1)=¢e(®); I'(s,0)= A(s,0) = a,
I'(s,1)=A4(s, 1)=b. Alors I'application
I'(2s,1); SE€ [O, %]

E:IxXI-X; |
AQ2s—1,10); s€[~2—, 1] montre y~g. [
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5.3. Groupe fondamental

On appelle classe d’homotopie d'un arc p, la classe d’équivalence de y pour la
relation ~.

5.3.1. Théoréme, — Soient X un espace topologique, ac X ; Pensemble I1,(X, @)
des classes d’homotopie des arcs fermés de X d’ovigine et d’extrémité a est un
groupe pour la loi de composition notée . , induite par le produit des arcs.

DEMONSTRATION. — Soit 7 la classe d’homotopie de y ; 7-8=y-0 est bien défini
d’aprés 1.2.7 (¢) ; 5.1.2 entraine que le produit est associatif dans II (X, a), que
Fo (cf. 5.1.3) est élément neutre et que tout élément ¥ a un inverse 7 1=(y™).

5.3.2. II,(X, a) muni de la loi de groupe « - » est appelé le groupe fondamental de
X, de point base a. Au lieu de groupe fondamental, on dit aussi groupe de Poincaré
ou premier groupe d’homotopie.

5.3.3. Dépendance du point base

Théoréme. — Si les points a, b de Uespace topologique X sont joints par un arc,
alors I1,(X, a) et I1,(X, b) sont isomorphes. Si I1,(X, a) est abélien Pisomorphisme
est canonique.

DEMONSTRATION. — Soient § un arc joignant a a b, d la classe d’homotopie de § ;
I'application

[ (X, a) - II,(X, b) est un isomorphisme.

P87 -7-0
Soient §; un autre arc joignant @ 4 b et
fir (X, a) —~ (X, b)
707 70,
F=ftof : I(X,a) - II,(X, a)
Jr0,-07 7607

Posons &=46,-0-¢II,(X, a), alors F(y)=a-y-a~=a-y-a %
Si IT,(X, a) est abélien, on a F(3)=% et I'isomorphisme f est canonique. [

5.3.4. Lacondition X est simplement connexe équivaut a, pour tout ac X, I, (X, a)=0 ;
si X est simplement connexe, deux arcs de méme origine et de méme extrémité sont
homotopes. [

5.3.5. Si X est un espace connexe par arcs, les groupes II,(X, a), acX, sont iso-
morphes, on notera I1,{X) et on appelera groupe fondamental de X, un tel groupe
défini & un isomorphisme prés. On notera ¢ 'élément neutre de I, (X).
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5.4. Revétement universel

On désignera par variété, une variété de classe C° de dimension 2 (ch. 1, 6.1)
ou de dimension quelconque (voir Appendice).

5.4.1. Définition. — Un revétement p : Y—X est dit revétement universel de X
s’il est solution du probléme d’application universelle suivant : pour tout revétement
q : Z—~X pour lequel Z est connexe, pour tout choix €Y, z,6Z tel que
2(ve)=4q(z,), il existe une application fibrée unique f : Y—~Z telle que f{y,)=2z,.
Le revétement universel, s’il existe, est donc unique 4 isomorphisme prés, isomor-
phisme étant pris dans le sens homéomorphisme fibré.

5.4.2. Théoréme. — Soient X et Y deux variétés connexes, Y étant simplement
connexe et p : Y—~X un revétement. Alors p est le revétement universel de X.

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme d’existence dun relévement (1.2.9), pour tout
revétement g : Z—~X il existe une application fibrée f : Y —~Z satisfaisant aux
conditions de 5.4.1. O

5.4.3. Théoréme (existence du revétement universel d’une variété). — Soit X une va-

riété connexe, alors il existe une variété connexe, simplement connexe X et un
revétement p : X ~X.

p est le revétement universel de X d’aprés 5.4.2.

DEMONSTRATION. — (a) Construction de X. Soit x,£X et, pour tout x€X, soit
I(x,, x) Tensemble des classes d’homotopie des arcs joignant x, 2 x. On pose :
X={(x,0) ; x€X, acll(x,, x)} ; p : X~X telle que p((x, ))=x.

(b) Topologie de X. Soient (x,«)€X, U un voisinage ouvert connexe et simple-
ment connexe de x dans X, on pose [U,«]={(y,n)€X ; yeU ; n=a-35, ol J est
un arc de U joignant x & y} ; U étant simplement connexe, & est bien déterminé,
donc aussi . Soit #(x,a) l'ensemble des parties [U, «] ci-dessus : pour toute
(U, a]l€eB(x, o), xcUNU’ et il existe un voisinage ouvert connexe et simplement
connexe W de x dans X contenu dans UNU’, dou [W,alcB(x, o) et [W,a]c
(U, )N(U’, «). De plus pour tout (y,n)€[U,a], ona yeU et n=0-6, ol J,
est un arc de U joignant x & y, alors [U, n]=[U, «]. D’aprés ces propriétés, pour tout
(x, 0)€ X, B(x, 0) est un systéme fondamental de voisinage de (x, «) dans X muni
d’une topologie bien déterminée ; enfin [U, ] étant un voisinage de chacun de ses
points est un ouvert de X.

(©) p : X—X est un homéomorphisme local, en effet, pour tout [U, «], I'applica-
tion [U, a]-~U est bijective et bicontinue, i.e. un homéomorphisme.

(¥, M=y

(d) X est séparé : soient (x,a),(y, B)EX ; si x#y, il existe deux voisinages

ouverts disjoints de x et de y resp. car X est séparée, alors [U, a]N[V, B]=0. Si
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x=y, af, soit U un voisinage ouvert connexe et simplement connexe de x, alors
[U, a]N[U, f1=0 sinon il existerait (y, p)E[U, a]N[U, f] avec a=d&,, =P, on «q,
B, sont des arcs joignant x, & x ; soit 8, un arc de U joignant x & y, alors y=48&,-5=
=pB,-0 et y.6"=a=p, contradiction.

(e) p : X—X reléve les arcs et X est connexe par arcs : soient 7y, : I=[0, 1]-X
un arc d’origine y, ; (yy, f)€X, alors BEII(xy, y,) ; soit B, un représentant de fB.
Pour s€l, soit y, : I—~X, alors %, : I-X estle relévement y,, d’origine (yq, B).

t—>po(st) S'—’('J’O(S)a Bo- Vﬂs) N

Soit ¢ la classe d’homotopie de I'arc constant x,. Pour tout point (x;, 0)€X,
soit o, un représentant de «€I1(x,, x;) : alors le relevement de g,- o, joint (X, &)
a (x,,a) dans X.

(f) p : XX est un revétement. Cela résulte de

5.4.4. Lemme. — Soient X une variété, Y un espace topologique sépavé, p : ¥ ~X
un homéomorphisme local ayant la propriété de relévement des arcs, alors p est
un revétement.

DEMONSTRATION. — Soient xo€ X, (¥);e.=p"*(x,), U un voisinage ouvert de x,

dans X homéomorphe a une boule (donc connexe, localement connexe par arcs et

simplement connexe). D’aprés le Théoréme 1.2.9 et la remarque qui suit, j : U-X

étant Iinjection canonique, pour tout /€L il existe un relévement j, : U—~Y de

j tel que j(xp)=y, ; soit ¥[=j(U) ; alors d’aprés la démonstration de 1.2.9,

p‘l(U):lUL V,, les V] sont disjoints deux & deux et p[}] : ¥/—-U est un homéo-
¢

morphisme. [

(2) X, localement homéomorphe 4 la variété X, est une variété.

(h) X est simplement connexe ; en effet, soit & : [0, 1]-X un arc fermé d’origine
et d’extrémité (x,, &) (¢ comme en (e)), alors y=pod est un arc fermé de X d’ori-
gine x, ; le relévement ¥ de y existe (e) ; a cause de l'unicité du relévement, =96 ;
de plus F(1)=(xy, 7)=(x4,¢) donc y=¢, i.e. y est homotopiquement nul et par
homotopie des relevés (1.1.5), § est homotopiquement nul. [

5.5. Transformations de revétement

55.1. p : Y-X étant un revétement, on appelle transformation de revétement de
p tout homéomorphisme fibré /' : Y—Y. Muni de la loi de composition des applica-
tions, I’ensemble des transformations de revétement de p est un groupe noté
Rev, (Y/X) ou simplement Rev (¥/X).

5.5.2. Si X et Y sont connexes et séparés, le revétement p est dit de Galois (ou normal
ou régulier) si, pour tout (y,, y)EY XY avec p(y))=p(y,), il existe une trans-
formation de revétement f : Y—Y telle que f(y,)=y,. D’aprés I'unicité du rele-
vement (1.1.4), f est unique.

Ex. : C*-~C* (k€N*) est un revétement de Galois car p(z)=p(z,) entraine

Zr—>2k
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Z,=@z; OU ® est une racine k-iéme de 1 et z—>wz est une transformation de revé-
tement.

5.5.3. Théoréme. — Soient X une variété connexe, p : X—X son revétement
universel. Alors : (a) p est de Galois ; (b) Rev (X/X)%HI(X).

DEMONSTRATION. — (a) Soient y,, y,€X appartenant i la méme fibre de p, par défini-
tion de X, il existe une application fibrée /' : X¥—~X telle que f(y,)=y, ; mon-
trons que f est un homéomorphisme ; de méme il existe une application fibrée
g : X—~X avec g(y,)=y,, alors fog et gof sont fibrées et fixent respectivement
Vo €t ¥y ; d’aprés la définition de X, elles sont égales a I'identité de X : fest un homéo-
morphisme, donc une transformation de revétement.

(b) Soient x,£X, ¥,€X avec p(y)=x, ; @ : Rev(X/X)~II,(X, x,) ol y est

o poy

un arc de X joignant y, & 6(y,) ; 7 est unique car X est simplement connexe ; poy
est un arc fermé de X d’origine x,.

(1) @ est un homomorphisme de groupe ;

(i) @ estinjectif : soient o€Rev (X/X) tel que ®(o)=¢ ; 7y un arc de X joignant
Yo 2 o(»y), alors poy est homotopiquement nul, donc o¢(yy)=y, et o=idy ;

(iii) @ est surjectif : soient o€I1,(X, x,), 7 un arc représentant o et § un relé-
vement de y d’origine y;. Alors p étant de Galois, il existe o€Rev (X/X) tel que
o(¥o)=y1, donc @(o)=a. [

5.5.4. EXEMPLES.

1. Revétements définis par exp.

exp : C~C* est le revétement universel de C* puisque C est simplement con-
nexe (5.4.2) ; 1, : C~C avec rt,(z)=z+2inn appartient & Rev(C/C*) ; si
g€Rev (C/C*) comme exp (0)=1, il existe n€Z tel que ¢(0)=2rin=1,(0), donc
o=1, dou Rev(C/CH={r, ; ncZ}~Z~II,(C*).

Soient H={z¢C ; %e (z)<0}, D*={zeC ; O<|z[<1}, H est simplement con-
nexe,

exp : H - D*

z +—>exp (Re z) et Fm=

est le revétement universel de D*,

2. Solent w;, w,€C, R-linéairement indépendants, I'=Zw,+Zw, ; C est le
revétement universel de I : C~C/I'=T et 7, désignant la translation définie par
yel, Rev (C/T)~{t, ; yeIl}y~T ~ZXZ~II,(T).

5.6. Description des revétements
5.6.1, Soient p : Y—X un rev€tement ¢t G un sous-groupe de Rev (Y/X) ; deux

points y, y'€Y sont dits équivalents modulo G (¥’ =y (mod G)) s’il existe ¢€G
tel que o(y)=)y" ; I'équivalence mod G est une relation d’équivalence,
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5.6.2. Théoréme. — Soient q:Y ~X un revétement de variétés connexes, p : X-X
le revétement universel de X et f: X-Y une application fibrée. Alors f est un
revétement et il existe un sous-groupe distingué GG de Rev ()? /X) tel que les deux con-
ditions suivantes soient équivalentes :

(i) deux points x, x’ de X ont méme image par f ;

(ii) x=x" (mod G).

De plus G=I1,(Y) et X est le revétement universel de Y.

DEMONSTRATION. — (a) f est un homéomorphisme local. q étant un revétement de X,
I'application continue fibrée f existe d’aprés la définition du revétement universel p.
Soient x€X ; p(x)=¢ ; f(x)=y ; p étant un homéomorphisme local, il existe des
voisinages ouverts W, de x, U, de & tels que p|#, : Wy—U, soit un homéomor-
phisme ; g étant un revétement, il existe un voisinage ouvert connexe U de ¢ dans
U, et des ouverts disjoints (V));c, de Y tels que q‘l(U):jLEJJ V. et glV; : V;=>U

soit un homéomorphisme. Soient j,¢J tel que Yev et W=p~Y(U)NW, ; plW
étant un homéomorphisme, W est connexe ; f(W) étant connexe et contenant y,
ona f(W)=I§u, donc f|W=¢op|W, ol ¢ est 'homéomorphisme inverse de g|V,
donc f|W est un homéomorphisme et f un homéomorphisme local.

(b) f est un revétement. D’aprés le lemme 5.4.4, il suffit de montrer que f a la
propriété de relever les arcs. Soit y un arc de Y d’origine y,=f(x,) ol xo€ X, mon-
trons que y a un relévement sur X d’origine x, ; goy est un arc de X d’origine
g(ye)=p(x,) qui se reléve en un arc § de X d’origine x, (1.2.9) ; 7 est un relévement
de goy, donc § reléve y car fof et y ont méme projection par ¢, méme origine et
par Tunicité du relévement (1.1.4), fo7 et y coincident.

(c) X est un relévement simplement connexe de ¥, donc c’est le revétement uni-
versel de Y (5.4.2).

Soit G=Rev(X/Y) ; G est de Galois et isomorphe & IT,(Y) (5.5.3) ; cest un
sous-groupe de Rev (¥/X) car toute transformation de revétement de X au-dessus
de Y est une transformation de revétement au-dessus de X ; G étant de Galois,
(i) et (ii) sont équivalentes.

On vérifie que G est un sous-groupe distingué de Rev (X/X) 4 I'aide de la com-
position des transformations de revétement.

5.6.3. ExERCICE. — Dans les notations de 5.6.2, on a :

Rev (Y/X) ~ Rev (X/X)/Rev (X/Y).

5.6.4. Revétements du disque épointé D*

Théoréme. — Soient X une surface de Riemann connexe et f: X—D* un revéte-
ment holomorphe non ramifié. Alors :

(i) si le revétement a une infinité de feuillets, il existe un isomorphisme analy-
tigue ¢ : X—~H (voir 5.5.4) tel que le diagramme
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[4

— . H

X
/
IN s
commute ;
(i) si le revétement a k feuillets (k<c<), il existe un isomorphisme analytique

¢ : X—>D* tel que le diagramme

[
X—— D*
AN /
f\D* Dy
commute, avec p,(z)=7"
DEMONSTRATION. — exp : H—D* est le revétement universel, donc il existe un

morphisme ¥ : H—~X tel que exp=foy. Soit G Rev (H/D*)~Z le sous-groupe
défini par f (théoréme 5.6.2).

Alors

(i) si G={0}, ¥ est biholomorphe et =y 1,

(i) si G={0}, il est isomorphe & un sous-groupe propre non réduit & {0} de Z,
donc de la forme Zk avec k€N* ; soit g : H—~D* Tapplication : z—exp (z/k) ;
mais z=z" (mod G) signifie z'—z=2rink ; nEN, donc il existe une bijection
¢ : X—>D* telle que le diagramme suivant soit commutatif

X—2. D*

D* - exp
Y et g étant localement biholomorphes, ¢ est biholomorphe. g est localement inversible
en {~log{* ; par composition avec exp : H--D*, on obtient D*~D*, ie.p,. O

(L

5.6.5. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann connexe, D le disque unité
et f: X—~D un morphisme propre non constant qui est non ramifié au-dessus de
D*=D\{0}. Alors il existe un entier k et une application biholomorphe ¢ : X—~D
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

SN

o p(z) =7~
s .
p”’

DEMONSTRATION. — (a) Soit X*=f~1(D*), alors f|X* : X*—>D* est un revé-
tement holomorphe non ramifié & un nombre fini k de feuillets puisque f est propre
et D* connexe, donc d’aprés 5.6.4, il existe un diagramme commutatif

X* o* ~ D*
PN
D*

oil ¢* est biholomorphe.
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(b) f~1(0) est formé d’un seul point, sinon f~1(0)={b,, ..., b,}, n=2 et il existe
des voisinages ¥, ..., V, de by, ..., b, respectivement, disjoints, et r=0 tels que
D(r)=B(0, r) soit contenu dans D et

(5.1) FYD@) € KU.. .UV,

SUD*(r)) est homéomorphe a p;*(D*(r))=D*(*'*) qui est connexe. Mais b,
est un point d’accumulation de f~'(D*(r)), pour j=1, ...,n, ie. tout voisinage
V de b, rencontre f~1(D*(r)), donc f(V), voisinage ouvert de O car f est ouverte,
rencontre D*(r), alors b; appartient a I’adhérence de f~*(D*(r)) qui est connexe,
pour j=1,...,n, ce qui contredit (5.1} si n=2, ie. f~1(0)=>b point unique de
X ; ¢* a un prolongement continu ¢ tel que @(b)=0 ; d’aprés 2.1.4, ¢ est holo-
morphe sur X. [

6. Surface de Riemann d’une fonction algébrique

6.1. Enoncé du théoréme principal. Les surfaces de Riemann sont supposées con-
nexes, sauf mention contraire. Le théoréme principal du n®6 est :

6.1.1. Théoréme. — Soient X une surface de Riemannet P(T)=T"+¢,T" ' +... +
+c,c M (X)|T) un polynéme irréductible de degré n. Alors il existe une surface
de Riemann Y, un revétement holomorphe ramifié a n feuillets I : Y ~X et une
Sfonction méromorphe Fc.#(Y) telle que (II*P)(F)=0. Le triple (Y,II, F) est
unique dans le sens suivant : si (Z,t, G) a les mémes propriétés, alors il existe
une application holomorphe fibvée o : Z—Y telle que G—=a*F.

La démonstration, utilisant des résultats intermédiaires, sera donnée en 6.5.

6.1.2. En étendant, dans ce cas, la notion du prolongement analytique (4.2.2) pour
II ramifié, F est le prolongement analytique maximal de tout germe méromorphe ¢
de X tel que P(p)=0 ; F est définie sur la surface de Riemann Y dite surface de
Riemann de la fonction F ; en outre F est appelée la fonction algébrique définie par
le polynéme P ; on désignera aussi cette fonction algébrique par (Y, II, F) pour
signifier que F est définic sur la surface de Riemann du revétement I1.

6.1.3. Cas particulier

X=P'(C). Alors on a vu (2.1.11) que les ¢; sont des fonctions rationnelles d’une
variable complexe. En outre, P! est compact et IT : Y-P! propre, non constante,
donc (démonstration de 2.1.9) surjective et Y est aussi compacte.
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6.2. Fonctions symétriques élémentaires

6.2.1. Soient IT : Y—X un revétement holomorphe non ramifié¢ & » feuillets et

f une fonction méromorphe sur Y. Tout point x€X a un voisinage ouvert U tel
n

que II"3(U)=1J ¥; ou les V] sont disjoints et II|V; : ¥;-U est biholomorphe,

(j=1,....,m) ; soit @; : U~V Tinverse de M|V, et f;=9¢]f=fo@;. Soit T une
indéterminée, alors

[l (T—f) =T+, T+ e,
ji=1

c;=( ~1)jsj( Sis - f), ou s; est la j-iéme fonction symétrique élémentaire a n
variables. Les ¢; sont méromorphes, sont définies localement, mais se recollent
en des fonctions ¢, ..., c,€.4(X) dites fonctions symétriques élémentaires de f par
rapport a I1.

6.2.2. Théoréme. — Soient II : Y ~X un revétement holomorphe ramifié a n
feuillets de surfaces de Riemann ot Y n’est pas nécessairement connexe, ACX
un ensemble fermé discret de X qui contient toutes les valeurs critiques de I et
B=I1"1(A).

Soient f une fonction holomorphe (resp. méromorphe) sur Y\ B et

Cry very C,EOXN\A)  (resp. MX\A))

les fonctions symétriques élémentaires de f. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f a une extension holomorphe (resp. méromorphe) a Y;

(ii) pour tout j=1,...,n, c; a une extension holomorphe (resp. méromorphe)
a X.

En particulier, les fonctions symétriques élémentaires d’une fonction méromorphe
sur Y sont définies méme quand le revétement I est ramifié.

DEMONSTRATION. — On notera une fonction et son extension par le méme symbole.
Soient a€ A, {b, ..., b,}=I1"*(a) ; (z,U) une carte centrée en a avec UccX
telle que UNA={a}; V=I"Y(U)cY est un voisinage de chacun des b,.

(a) /€0(Y\B).

()=(i) : fayant une extension holomorphe aux points b, (/=1, ..., m) est bornée
sur V\{by, ..., b,}, donc ¢; (j=1,...,n) est bornée sur UN\{a} ; d’aprés le
théoréme de prolongement de Riemann (2.1.4), ¢; a une extension holomorphe
en a.

(i)=G) : ¢; (j=1, ..., n), ayant une extension holomorphe en a, est bornée sur
UN{4} ; soit yeV~\{by, ..., by} et x=II(y), alors

FOY+a )1+ +e(x) = 0;

f(») est racine d’un polynéme unitaire pour x€U\{a}, donc f, bornée sur
V\{b1s ---, by}, a une extension holomorphe & ¥ (2.1.4).
(b) fe M (Y\B). Soit z une coordonnée locale sur X centrée en a.



128 SURFACES DE RIEMANN ETALEES

()=(@i) : n=IT*2¢ O(V') et s’annule aux points b,, /=1, ...,m, donc il existe
keN* tel que n*fcO(V) ; les fonctions symétriques élémentaires de n*£, soient z*/c;
sur U\{a} ont, d’aprés (a) une extension holomorphe a U, donc ¢; (j=1,...,n)
a une extension méromorphe a U.

(i)=() : Il existe k€N* tel que, z*¢; ait une extension holomorphe a U, donc
n*f a une extention holomorphe & V, car

(I f D)+ e (MDY +... + 2%, (x) = 0,

d’aprés (a), d’oll f'a une extension méromorphe & V. [

6.3. Extension d’un revétement holomorphe non ramifié

6.3.1. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann, A un fermé discret de X
et X'=X\A. Soient Y’ une autre surface de Riemannet I’ : Y ~X’ un revéte-
ment holomorphe non ramifié propre.

Alors, IT" a une extension en un revétement holomorphe ramifié de X, i.e. il existe
une surface de Riemann Y, un morphisme holomorphe propre II : Y ~X et une
application fibrée biholomorphe

@: YNJI'(4) > Y.

DEMONSTRATION. — On va construire un ensemble Y, réunion disjointe de Y’ et
d’'un ensemble de points, une application IT : ¥Y—X, mettre sur ¥ une topologie
telle que IT prolonge IT” et soit propre, finalement, mettre sur Y une structure de
surface de Riemann pour que I soit un morphisme holomorphe propre.

(a) Pour tout ac A4, soit (z,, U,) une carte de X, centrée en a, U,cc X, telle
que z,(U,) soit le disque unité D de C et que U,NA={a} ; soit Uf=U{a} ;
II’ étant propre II'(U}) a un nombre fini, n(a), de composantes connexes V| ;
[=1,..,n(a) ; V.} étant un ouvert de Y’, |V} : V.;~UY est un revétement
non ramifié propre a k, feuillets. D’aprés 5.6.4, il existe une application biholo-
morphe

{a: Vii—> D* ¢
6.1) H'l kaa, i
Uf =2 D* LFat
telle que le diagramme (6.1) commute. On considére la réunion disjointe
Y=v'U {qu; acAd; =1, ..., n(a)}

ou les ¢, sont des points.
(b) Il existe une topologie unique sur ’ensemble Y telle que, si (W);c; est un
systéme fondamental de voisinages de a dans X,

{guy VT W)V ki

soit un systéme fondamental de voisinages de ¢,, a€A4 et que, pour tout point
Y'€Y’, un systéme fondamental de voisinages de )’ dans Y soit un systéme fon-
damental de voisinages dans Y.
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(c) Alors o:Y-X
y—II'(y) si yeY’,
Gar > a Si Qal€Y\Y,

est une application continue propre.

I|Y’ est une application holomorphe, en effet : soient ¥,=¥,U{q,} et {, le
prolongement ¥V;—~D de {, : ¥V ~D* avec {,(g4)=0 ; {, est holomorphe et
définit une carte de domaine V,, compatible avec les cartes holomorphes de Y’,
d’ol1 une structure de surface de Riemann sur Y telle que IT soit holomorphe ; en
prenant qozidy\n_,(a) : YNJI(a)—~Y’, on a la conclusion du théoréme. O

6.3.2. Si II : Y—-X est un revétement holomorphe, éventuellement ramifié, on
appelle transformation de revétement toute application biholomorphe fibrée ¢ : Y -7 ;
I’ensemble de ces applications constitue un groupe qu’on note encore Rev (Y/X) ;
cela généralise 5.5.1.

6.3.3. Corollaire de 6.3.1. — Toute transformation de revétement o'¢Rev(Y'/X’)
s’étend en un élément o de Rev (Y/X). O

6.3.4. Théoréme (unicité de Pextension). — Soient I : Y -~X ; © : Z—~X des revéte-
ments holomorphes propres, ACX un fermé discret, X' =X\ A4 ;Y =11"1(X") ;
Z'=1"Y(X") tels que II|Y’' et t|Z’ soient non ramifiés ; alors toute applica-
tion biholomorphe fibrée o' : Y —~Z’ s’étend en une application biholomorphe
fibrée o: Y ~Z.

DEMONSTRATION. — Soit (z, U) une carte de X centrée en ac A telle que z(U) soit
le disque unité et UN A={a}. On pose U*=U\J{}, alors H[II=(U*) et 7|t~ (U™)
sont non ramifiés. Soient ¥, ....V, ; W, ..., ¥, les composantes connexes de
-3 U* et de t=2(U*) respectivement ; o’|{[I-2(U*) : I-Y(U*)—~t"Y(U*) étant
biholomorphe, on a m=n et, aprés un éventuel changement de numérotage, o"(}*)=
=W ; OV* et t{W* sont des revétements finis non ramifiés de U*, alors N
NI (a) et W,MNt Y(a) sont des points b, et ¢, resp. (théoréme 5.6.5). Alors
¢'|IT~Y(U*) est prolongé a II"Y(U) par by—~c, ; IV, et t|W, étant propres,
Iextension de o’|II"Y(U*) a4 IT~1(U) est un homéomorphisme et, par le théoréme
de prolongement de Riemann (2.1.4) un biholomorphisme (5.6.5), d’ou I'extension
globale ¢ : Y~Z deo’. O

6.4. Fonctions algébriques locales

6.4.1. Lemme. — Soient c,, ..., c, desfonctions holoms: phes sur le disque D(R) =
={z€C ; |z|<R} ; wo€C un zéro simple du polynéme

T"+¢,(0)T"'+...+¢,(0)¢CIT].

Alors il existe r€]0, R] et une fonction ¢ holomorphe sur D(r) telle que ¢ (0)=
=w, et P"+c;0"  +...4+¢,=0 sur D(@r).
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DEMONSTRATION. — (a) On pose F(z, w)=w"+c;(z)w"~+ ... +¢,(2) pour z¢D(R) ;
weC ; w, étant un zéro simple et F(0, w) n’ayant que des zéros isolés, la fonction
w—F(0, w) a le seul zéro w, dans le disque {w€C ; |w—w,|<e} pour £>0 assez
petit. F étant continue, il existe r€10, R] tel que, dans {(z, w)& C2, |z]<r ; |[w—wy|=¢},
la fonction F n’ait pas de zéro.

Pour z€D(r), d’aprés (ch. 2, 6.1), le nombre de zéros de w—F(z, w) dans le
|w—w0{=e§§(z’ w)- F~Yz,w)dw ; mais n(z)
est une fonction continue de =z, D(r) est connexe et n(0)=1, donc n(z)=1
pour tout z€D(r).

(b) Soit f{w) une fonction holomorphe ayant un seul zéro simple w, dans le
disque |[w—wy|<e, alors f(w)=(w—w;)g(w) avec g(w) holomorphe sans zéro sur
[w—wy|<e. Considérons la 1-forme

1
disque |w—wy|<e, est =
isque [w—wy|<e, est n(z) 2nif

dfw) _ dw | dgw) _
o Vv e T

n=wdlogf(w)=w

_ [ wW—w, W
= L) =) T v— W) — O — )

]ty

ou Y (w) est une 1-forme différentielle holomorphe.

1
Posons {=w-w, ; {;=w;—w,, alors n:[ : + W, ]dZ,’—H// ; on a

(=4 (-4
Gl<e et sur ] : L N IR
==& € sur =&, = = — i, ——— =Wy ——— =
' L | &4 L -4 04
¢ ¢
1
:WOF[I +—§£—+ ) . Alors, d’aprés le théoréme des résidus (ch. 2, 5.2.2)
1 .
—f wdlog f(w) = res;—o (wdlog f(w)) = {,+w, = w,.
2mi S lw—wil=e
1 OF )
Alors @(z)=— w—o:{(z,w)- F(z, w)"tdw est le zéro de F(z,w)
2mi T wowl=e " Jw

dans |w—wy|=<e.
La fonction sous le signe f ci-dessus est holomorphe en z, donc ¢ est holomorphe
sur D(r) et telle que F(z, ¢(2))=0 sur D(r). O

6.4.2. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann ; pour tout xcX, soit
P(T)=Tr+ce;T" 1 +... +¢,€ 0T
Si le polynéme T"+c,(x)T"'+...+¢,(x)ECIT] a n zéros distincts wy, ..., w,,
alors il existe ¢y, ..., 0,0, tels que @;(x)=w; et
n

PN =T[T-¢). O

j=1
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6.5. Démonstration du théoréme principal 6.1.1

6.5.1, Remarque. — La derniére assertion de 6.1.1 équivaut a I'unicité de (Y, II, F)
a isomorphisme prés.

6.5.2. Existence de Y

Soit A€.#(X) le discriminant de P(T) ; P(T) étant irréductible, 40 ; alors
il existe un fermé discret Ac X tel que, pour tout x€ X' =X\ 4, 4(x)+#0 et les
fonctions ¢;(x), ..., ¢,(x) sont holomorphes.

Soient Y’'={p€0,, xc¢X’ ; P(p)=0}cLO et II': Y/-X ou Y/ =Y'N0,.

QX
D’aprés 6.4.2, pour tout x<X’, il existe un voisinage ouvert U de x dans X’ et des

fonctions f;€0(U), j=1, ...,n telles que P(T)|U=][](T—/)), alors II'"Y(U)=
j=1

= _QI[U,/‘;-] ot [U, fi]={/},> y€U} est un ouvert de LO et II'|[U, 7] : [U.f;]1-U

est un homéomorphisme, d’aprés 3.3.2 et la notation de la démonstration de 3.5.3 ;
Y’ est une surface de Riemann non nécessairement connexe, et c’est un revétement
holomorphe non ramifié¢ de X’.

Soit f : ¥'—~C défini par f(¢)=¢(Il'(¢)) ; C’est une fonction holomorphe sur
Y’ satisfaisant, pour tout y€Y’, a

SOV +e (MNP 1+ ...+, (IT() = 0.

D’aprés 6.3.1, le revétement 1" peut étre étendu en un revétement holomorphe
ramifi¢ IT : Y—X de X pour lequel Y'=I"(X").
Les c; sont définies sur X tout entier ; d’aprés 6.2.2, f'a une extension FE.#(X)
telle que
IP(F) = F"+(II"¢,)) F"~'+...+II*¢c, = 0.

6.5.3. Y est connexe. Y a un nombre fini de composantes connexes ¥}, I=1, ...,k
pour lesquelles 1Y, : ¥,—~X est un revétement a n, feuillets avec Y, m,=n.

En utilisant les fonctions symétriques élémentaires de F|Y;,, on obtient des poly-
némes B(T)e#(X) [T] de degré n, tels que :

k
P(T) = IIJIPI(T),

mais P(T) étant irréductible, on a k=1.
6.5.4. L’unicité résuite de 6.3.4. [

6.6. EXEMPLE

Soit f(z)=(z—a,)...(z—a,) un polyndme & zéros distincts a;€C ; fest une fonc-
tion méromorphe sur P(C) dont le seul pdle est . Le polyndme P(T)=T2—f
est irréductible sur .#(P?) et définit la fonction algébrique notée }7(z) dont la
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surface de Riemann Y est définie dans le théoréme 6.1.1 avec le revétement ramifié
II: Y-P. Soient A={a,,..,a}U{e} ; X'=P\4 ; Y'=0"Y(X) ; II'=
=M|Y" : Y'=X’ est un revétement holomorphe non ramifié a 2 feuillets.

(@) Pour jé€[l,...,n], soit U;={z€C ; |z—a;l<r} tel que U;NA={a;} ; sur
U;, on a f=(z—a;)h*(z) ol h(z) est holomorphe sans zéro. Posons {=a;+ gc®,
0€10, r[, alors, d’aprés le Lemme 6.4.1, pour tout {€Uj, il existe un germe ¢, €0,
tel que ¢} =/, donc (62) ¢(D)=0% CTh() ; soient UF=UN[a} et V=
=I~Y(U}), OV;* : V;*~U} est un revétement connexe & 2 feuillets, sinon ¥*
se décompose en deux composantes connexes isomorphes & U7 et ¢, (a;+ 0e’*+*™) =
=@ (a;+0€), ce qui contredit (6.2).

(b) Etude au voisinage de <. Posons {=z7! et U*={zcC ; |z|=r}=
={0>LcC, [{|<r™} ; on a f2)=f((")={"(1-{a)...(1 ~{a)=(""g*{) ol g
est une fonction holomorphe sans zéro sur U={{cC ; |{|<r~'}. Alors, on a les
deux cas suivants :

(1) n=2p+1 avec peEN, /(=L ({"Pg())? : P définit un revétement ramifié
au-dessus de U ayant un seul point au-dessus de (=0 ;

(i) n=2p ; avec peN*, fIO)=({""g(¥))? : P définit un revétement non ramifié
au-dessus de U ayant deux points au-dessus de {=0.

6.7. Extensions de corps de fonctions méromorphes

6.7.1. Soit m : Y- X un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Alors
nt s MX) > M)

g—g@orm

est un monomorphisme de corps.

6.7.2. Théoréme. — Soit n : Y—~X un revétement holomorphe non ramifié a n
Sfeuillets. Alors le monomorphisme n* : M (X)—~ #(Y) est une extension algébrique
de corps de degré <n. De plus, s’il existe hc #(Y) et xcX tels que, pour
yi€n~H(x), les valeurs h(y;), j=1,...,n soient toutes distinctes, Uextension r*
est de degré n.

DEMONSTRATION. — Soient fe.#(Y) et ¢y, ..., c,€.#(X) les fonctions symétriques
¢lémentaires de f, on a :

(6.3) fr+(nre) 1 +...+n*e, = 0.

Posons L=.#(Y) ; K= (X). Toute feL est algébrique d’aprés (6.3) et le
degré du polyndme minimal de f sur K est <mn. Soit fy€L dont le degré n, du
polyndéme minimal est maximal.

On a L=K(/,), en effet, soit f€L, considérons le corps K(fy.f). D’aprés le
théoréme de 1’élément primitif, il existe g€L tel que

(6.4) K(fo,f) = K(g),
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d’aprés le choix de #,, on a :
dimg K(g) =< ny;
dimg (fo,.f) = dimg K(fo) = n,,

donc, d’aprés (6.4), on a K(fo)=K(/fy./), 1.e. fEK(fp).
Si m est le degré du polynéme minimal de 4, la fonction A prend au plus m valeurs
distinctes en tout point de X, donc n<m=<ny<n. []

6.7.3. Soient © : Y—X un revétement holomorphe ramifi¢ de surfaces de Riemann,
A Tensemble des valeurs critiques de © ; X'=X\4, Y =Y \n"1(4). Alors le
revétement 7 est dit de Galois si n’=mn|Y’ est de Galois (5.5.2).

6.7.4. Lemme. — Dans les hypothéses de 6.7.3, il existe un homomorphisme de
groupes
Rev (Y/X) —~ Aut (4 (Y))

o —~{(f—af =foc™ V).
En outre faf laisse invariant le sous-corps n* H(X) de #(Y) donc est un
élément du groupe de Galois Aut (M(Y)/n* M (X)).

DEMONSTRATION. — Soient ¢, t€Rev (Y/X), alors, pour tout f€.#(Y), (c1)f=
=fo(o1) " 1=for~log t=0(for V=06(1f). O

6.7.5. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann, K=.#4(X) ; P(T)¢K[T]
un polynéme unitaire irréductible de degré n ; (Y, n, F) la fonction algébrique
définie par P(T) ; L=#(Y). Le monomorphisme n* : K—L identifie K a un
sous-corps de L. Alors :
(@) L : K est une extension de corps de degré n et L~K|T|/(P(T)),
(ii) toute occRev(Y/X) induit un automorphisme (f—of—=foc=') de L laissant
K fixe et /. :
A: Rev(Y/X) — Aut (L/K)
o —~(f—af)
est un isomorphisme de groupe ;
(iii) les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(@ n : Y>X est de Galois ;
(b) lextension L : K est de Galois.

DEMONSTRATION, —
(i) résulte de 6.1.1, de 6.7.2 et du fait que les deux corps L et K[T]/(P(T)) ont
méme degré n sur XK ;
(ii) 4 est injectif car si o=id, on a oF=F.

A est surjectif : soit a€Aut(L/K), alors (Y, n,aF) est une fonction algé-
brique définie par le polynéme P(T). D’aprés 'unicité dans le théoréme 6.1.1, il
existe t€Rev (¥/X) telle que aF=1t*F, soit a=1"1 alors

oF = Fog™! = Fot = t*F = oF.
Puisque L est engendré par F sur K, f—af coincide avec a.
(iii) = de Galois équivaut & : Rev (¥/X) a n élements,
L/K de Galois équivaut 4 Aut (L/K) a n éléments. [J



6 SURFACES DE RIEMANN COMPACTES

L’outil topologique utilisé ici est la cohomologie a valeur dans un faisceau qui
est, successivement, celui des fonctions ou des formes C*, holomorphes ou méro-
morphes. Le lemme de Poincaré pour d et pour d” permet d’établir des théorémes
de de Rham (n°1). Une notion d’analyse utilisée également est celle de fonction
harmonique, d’abord dans un ouvert de € (n°4), puis sur une surface de Riemann
munie d’une métrique hermitienne sur laquelle on définit aussi les formes
différentielles harmoniques (n° 5). Les résultats suivants sont valides sur une surface
de Riemann compacte X.

(1) Le premier groupe de cohomologie de X & valeurs dans le faisceau ¢ des fonc-
tions holomorphes est de dimension finie (théoréme de finitude) ; cette dimension
est appelée le genre de X (n°2).

(2) Le théoréme de Hodge décrit la cohomologie de X a coefficients complexes a
I'aide des formes harmoniques (n°5).

(3) Etant donné un diviseur D de X, le théoréme de Riemann—Roch permet
d’évaluer la dimension de I’espace vectoriel des fonctions méromorphes multiples de
—D, en fonction du genre de X, du degré et de I'indice de spécialité de D (nn°®3 et
8.6.3), il en résulte immédiatement que toute surface de Riemann compacte est la
surface de Riemann d’une fonction algébrique sur la sphére de Riemann P'(C),
donc est étalée sur P'(C).

(4) Soient f, une fonction méromorphe sur X dépendant rationnellement de
teP1(C) ; ¢, une 1-chaine différentielle joignant un point fixé aux zéros de f,, w
étant une 1-forme méromorphe sur X, le théoréme d’Abel affirme que u(t):fctw
est la somme d’une fonction rationnelle et du logarithme d’une fonction rationnelle
de t, 4 I'addition prés des périodes de w. Si w est holomorphe sur X, u est constante
et, dans ce cas, une réciproque est établie (n° 6).

(5) Le théoréme de dualité de Serre établit un isomorphisme entre {’espace des
formes méromorphes multiples de —D et le dual de I’espace de cohomologie de
dimension 1, 3 valeur dans le faisceau des 1-formes méromorphes multiples de D
(n° 8). Ce théoréme a de nombreuses applications, en particulier un théoréme d’an-
nulation de groupes de cohomologie d’ol résultent les propriétés de I'indice de
spécialité d’un diviseur et |'existence d'un plongement de toute surface de Rie-
mann compacte dans un espace projectif complexe.

Le théoréme de finitude entraine que les fibrés holomorphes en droites sont
définis par les diviseurs, alors le théoréme -de Riemann—Roch et le théoréme de
dualité de Serre se traduisent en énoncés sur les fibrés (nn° 7 et 8).
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1. Cohomologie a valeur dans un faisceau

1.1. Nerf d’un recouvrement ouvert ; chaines

Soit % =(U;),c; un recouvrement ouvert d’un espace topologique X. On appelle
nerf A de % le complexe simplicial dont les simplexes de dimension q sont les (g + 1)-
uples o=(iy, ..., 1,) tels que Ul.oﬂ...ﬂUiq?f@, (igs ..., I)EIT*Y. On appelle support
de o la partie spto= Uioﬂ ..N U,.q. Le groupe libre engendré par les simplexes de
dimension ¢, i.e. le groupe des combinaisons linéaires formelles de simplexes a
coeflicients dans Z est appelé le groupe des ¢g-chaines (ou des chaines de dimension g).
o étant un g-simplexe, pour j=0, ..., g, 6;=(y, ..., {;, ..., i;) est un (g—1)-simplexe ;

q
on appelle bord de ¢ la (7—1)-chaine do= Y. (—1)1(iy, ..., i, ..., 1,). Le bord d’une
i=0

chaine est défini par linéarité.

1.2. Groupes des g-cochaines

On appelle g-cochaine (ou cochaine de dimension ¢) de X, a valeur dans le faisceau
F de groupes abéliens, toute application ¢ : (i, ..., iq)'_’fio..,iqe F(Uioﬂ ...N Uiq),
i.e. un élément du groupe

C«U, F) = 11 F(U,N...NU,).

Gigr i) €17+

On considérera habituellement le sous-groupe des cochaines alternées, i.e. des
fonctions alternées ¢ des indices i, ..., i, ; une cochaine alternée est nulle sur tout
(g+1D-uple (i, ...,7,) qui n’est pas un simplexe ; on notera encore CU(%, F)
le groupe additif des g-cochaines alternées. On posera fio‘_‘iq:c(a) pour le simplexe
G=(lps ..., I,).

On appelera cobord 5¢ de ¢ la (g+ 1)-cochaine (alternée)

q+1

Sc it Y, (=1 (c(zy)lspt ).
j=0
On vérifie immédiatement : §06=0

Ex: g=0 c=(fic1; 6(0)= (fir) avec fiu = (fj"ﬁc)lUjm U, #=0;
g=1 c=Daner; 0= —SfatfiDIUNU;NU, #90.
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1.3. Groupe de cohomologie de dimension ¢, (g=1)

1.3.1. L’opérateur cobord é définit les homomorphismes de groupes
61 CU(U, F) -~ C (%, F).

On pose : Z%(%, F)=XKer 6? et on appelle ses éléments les cocycles de dimension
g ; BY(%, F)=Im 6" et on appelle ses éléments les cobords de dimension g.

Le groupe quotient H4(%, F)Y=Z(%, F)/B*(%, F) est appelé le g-iéme groupe
de cohomologie (ou groupe de cohomologie de dimension ¢) relatif au recouvrement
9 et au faisceau F.

1.3.2. Changement de recouvrement

Un recouvrement ouvert ¥ =W ),cx de X est dit plus fin que % si, pour tout
k€K, il existe i€ tel que V< U; ; on note ¥ <% ; alors il existe au moins une
application (dite de raffinement) 7 : K—1 telle que

(1. pour tout k€K, V,c U,
d’ou une application
v ZV U F) > 2V, F)
(fi)) = (8 = S, Vi VD)
compatible avec § ; t% définit une application
1y 1 H'(U, F) ~ H'(V, F)

ayant les propriétés suivantes :
(a) 1% est indépendante de I'application T choisie.

DIMONSTRATION. — Si 17 : K—T satisfait aussi & (1.1), posons gl =fue ViV,
alors

Gy = 8u—8u = fuoa—Srivr =Jfan t are—fare—fowr sur V(W
et ,cU,NU,,, mais (f;;) est un cocycle, donc fo u+/fo vx=/fr,. <, 5
Gu :frk,r’k_fr,,z; =h—h ob h=fu.[VicFV)),
donc le cocycle (Gy;) est un cobord. [
(b) 1% . HY(U, F)~H'\(¥", F) est injective.
DEMONSTRATION. — Soit (f;)6Z'(%, F) dont I'image par fj. est un cobord, i.e.
Jaa = 8&—& sur ViV, avec geFF)

Sur  U,NKROH, &—8&=fw,u=Suitfiu=Sia—fia> dONC fia+&=fia+8& ;
(U;NV ek est un recouvrement ouvert de U;, d’aprés Paxiome (F2), il existe
he(Uy) tel que hy=f; o +g, sur U;N¥,. Alors, sur U,NU;NV;, on a fi;=fi a+
+fik j=So e T8~ S, u—&=Mh:—h;. Cette identité est vraie pour tout k€K, donc
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d’aprés Paxiome d’unicité (F1), on a égalité f;=h,—h; sur U;NU; : (f;;) est
un cobord. O

1.3.3. Soient %, ¥, # trois recouvrements ouverts de X tels que #'<¥ <%,
alors 1y =rfyorf. Le systtme (H(%,F),r}) est un systtme inductif ; soit
HY(X,F) la hmlte inductive 11m HY(%, F) munie canoniquement d’une struc-
ture de groupe additif et dappllcatlons t* . H (%, F)~H'(X, F) telles que
*=r"ork.

En outre, si F est un faisceau d’espaces vectoriels sur R (ou C), HY (%, F) et
HY(X, F) sont des espaces vectoriels sur R (ou C), 7% et t* sont des applications
R- (ou C-) linéaires.

1.3.4. Théoréme. — Dans les notations ci-dessus, t¥ est injectif ; en particulier
si, pour tout U, H (%, F)=0, alors HY(X, F)=0.

DEMONSTRATION. — Résulte immédiatement de 1.3.2 (b) et de la définition de
0
1.3.5. Théoréme de Leray (en dimension 1), — Soient F un faisceau de groupes abé-

liens sur un espace topologique X et U=(U),c; un recouvrement l-acyclique de
X, i.e. tel que, pour tout icl, on ait H'(U,, F}y=0. Alors H'(U, F)~H(X, F).

DEMONSTRATION. — 11 suffit de montrer que, pour tout ¥ <%, £ est un isomor-
phisme. 7% étant injectif (1.3.2 (b)), il suffit de montrer la surjectivité. Soient¥"=(¥}), ,
et v : A—~I une application de raffinement. Soit (f,,)€ZY(¥", F), il s’agit de
trouver F;€ZY(%, F) tels que (F, ,5)—(f,;) soit un cobord relatif & ¥".

(UiN\V,),e4 est un recouvrement ouvert de U; not¢ U,N¥". Par hypothése et
17 étant injectif, on a HY(U;N¥", F)=0, ie. il existe g,,€ F(U;NV,) tel que

(1.2) fup = 8iu—8ip sur UNV,NV,.

Sur (U;NU;NV,)"V;, ona g, —8ip =8, —8&js- D’aprés (F2) il existe F;€ F(U;NU))
tel que

(1.3) F; = g;,—8&. sur UNU;NV,.

On vérifie (en restriction a V) que (F;)€ZY(%, F) et, sur V,(\V;, ona
Hup = F, i5—fop = 8epoa—8eaa—(&epoa—8zp, o)

d’aprés (1.3) et (1.2) et parce que ¥V, U, et V;cU, ; d’ou

Ha,ﬂ = 88,8 8ra,a — hﬂ—-ha avec ha = gra,all/::z' O

1.4. Groupe de cohomologie de dimension 0

Pour tout recouvrement ouvert # d’un espace topologique X, pour tout faisceau
Fsur X,ona : HY%, F)=Z°(#%, F)=F(X), par définition des O-cocycles, dong
H(X, F)=F(X).
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1.5. Complémcnts sur les faisccaux

Soit 4 un faisceau de groupes abéliens sur X ; tout ouvert B’ de LA tel que, pour
tout x¢X, B, soit un sous-groupe de LA,, est un espace étalé en groupes abéliens ;
B=TIB est appelé un sous-faisceau de A et tout sous-faisceau de A est défini de
cette fagon. En particulier, si 0, est ’élément neutre de LA,, la section x—0, a
pour image le sous-faisceau 0 de 4. Un morphisme d’espace étalé, étant continu
et ouvert, pour tout morphisme de faisceau h: A~ A’, Ker h=h""(0) et Im A sont
des sous-faisceaux de A4 et de A" respectivement.

Une suite (de morphismes) de faisceaux

A g

est dite exacte si Imh=Ker k',

1.6. Suite exacte de cohomologie

1.6.1. Soit y : F—~F’ un morphisme de faisceaux (de groupes abéliens) sur un
espace topologique X. Pour tout recouvrement ouvert % =(U,);¢; de X, y induit un
homomorphisme

Y : CY (%, F) -~ Ci{(U, F)
qui envoie cocycle sur cocycle et cobord sur cobord, d’ot un homomorphisme
9% qui, par passage a la limite inductive sur %, définit un homomorphisme 7y, selon

le diagramme commutatif
x

H(U, F)—~ HY(U, F)
¥ {
HY(X, F) 2~ HY(X, F’).
1.6.2. Soit (1.4) 0~F'-%-F-£, F”~0 une (courte) suite exacte de faisceaux sur X,
On en déduit la courte suite exacte

15 0 > CU%, F)-%~ C4(U, F)—<> Q%) ~ 0

ou Q%) est défini comme quotient.

L’homomorphisme cobord § définit un homomorphisme Q4~'(%)- Q% %) comme
suit : pour tout (€Q* (%), il existe y€CT (%, F) tel que {=¢n ; n est défini
modulo o’ ¢ ott £€CTY (%, F’) ; o modulo 6¢ est un élément de QU(%) soit 8y¢ ;
8y est un homomorphisme de carré nul ; Ker §5/Imdg™ est le g-iéme groupe de
cohomologie HY(Q(#%)) ; les Q(%) constituent un systéme inductif et on pose
lim H*(Q(%))=H"(Q).

%D’aprés 1.6.1, o définit un homomorphisme o¥ : HY(%, F')~H(%, F) ; de
la méme fagon, ¢ définit un homomorphisme &Y : H*(%, F)-~H(Q(%)).



COHOMOLOGIE A VALEUR DANS UN FAISCEAU 139
1.6.3. Homomorphisme de connexion

On va définir un homomorphisme, dit de connexion, 67 : H(Q(%))~
~H¥* (%, F’) dela fagon suivante : soit {€ H{(Q(%)) et { un de ses représentants,
on a 8=0 ; il existe ncCU%, F) tel que &n={, dnecKere, donc il existe
ECCT (U, F’) tel que dnp=o'E, on a o’ 8&=80'¢=0 ; o étant injectif, on a
8¢=0, donc ¢ est un cocycle ; on vérifie qu’il est défini & un cobord prés. Soit &
la classe de cohomologie de ¢, alors {—& est 'homomorphisme cherché ; par
passage aux limites inductives sur le recouvrement %, on obtient ’homomorphisme de

connexion
8, HY(Q) -~ H'*'(X, F’).

1.6.4. La suite exacte de cohomologie

A partir de la courte suite exacte (1.5) on a obtenu la longue suite d’homomor-

phismes
/4 U U

[ £ ]
(1.6) ...~ HY(U, F")—=> HY (U, F)~—=~ HY(Q(¥))—=» H*Y (U, F') —....
On vérifie que (1.6) est une suite exacte ; il en est de méme de la suite
(1.7) ...~HY(X, F’)-2~ HY(X, F)-%> HY(Q)-%~ H"*Y(X, F’) —...

obtenue, a partir de (1.6) par passage aux limites inductives sur %.
D’autre part, 'homomorphisme p° : CY (%, F)—-C%%, F”) se factorise par &
suivant le diagramme commutatif.
CUU, F)— Q%(%)
1.8 AN lt’
(1.8) ¢
CY %, F")
ou ’homomorphisme 1’ est injectif.
1.6.5. On dit qu'un espace topologique X est paracompact si, pour tout recouvre-
ment ouvert de X, il existe un sous-recouvrement plus fin localement fini ; on vé-
rifie, en particulier, que tout espace réunion dénombrable de compacts est para-

compact.
On vérifie également que, si X est paracompact, I’lhomomorphisme

1, : HY(X,Q) -~ HY(X, F")

déduit de ’homomorphisme 7° de (1.8) est un isomorphisme. D’ou, a partir de
1.7,

1.6.6. Proposition. — Si X est un espace topologique paracompact, toute courte
suite exacte de faisceaux sur X

1.9 0-F X FELF 50
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définit la longue suite exacte de cohomologie
(1.9) 0~ H'(X, F)=- H'(X, F) —...
..~ HY(X, F')-2- H(X, F) -2 HY(X, F")-2: HT*3(X, F’) — ...

en notant encore 5, 'homomorphisme & ot}

1.7. Support d’une cochaine

Soit ycC4 (%, F), I'ensemble des points x€X ayant un voisinage ouvert dont
I'intersection avec les supports des sections définissant y est vide a un complémentaire,
fermé, appelé le support de y.

Dans le cas ol X est localement compact, ce qui est le cas des variétés, on con-
sidére aussi les cochaines a support compact qui définissent les groupes de cohomo-
logie HI(X, F) a supports compacts.

1.8. Résolution d’un faisceau ; théoréme d¢ de Rham pour d ¢t pour d”.

1.8.1. Soit F un faisceau de groupes abéliens ou de C-espaces vectoriels sur un
espace topologique X, on appelle résolution de F une suite exacte de morphismes de
faisceaux de groupes abéliens (ou de C-espaces vectoriels)

an-1
——

(L% 0-F->I0 %, . " —....

1.8.2. Théoréme de de Rham akstrait. — Soit (L*) une résolution d’un faisceaun F,
alors il existe un homomorphisme canonique

(1.10) jt H'(I'(X,L*) ~ H"(X, F)
ot I'(X,L*) est le complexe (c’cst-a-dirc la suite d’homcmorphismes induite par
(L*), telle que le compcsé de dcux homomorphismes successifs soit nul)

0-I(X, L) ~TI(X,LY) ~...~ I'(X, L") —...

des sections de (L*).
En outre, si, pour n=0, q=1, on a

1.11) H'(X,L") =0,

alors (1.10) est un isomorphisme.
On a les méme résultats si Uon considére les groupes de cohomologie a supports
compacts.

DEMONSTRATION. — De (L*) résultent les courtes suites exactes

0>F—~19~Z'~0

0=~2Zr 1 [Pl 227 20
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ou ZP=Kerd? ; elles définissent les suites exactes de cohomologie
woo HY(X, LP~Y) — HY(X, ZP) -2 HI+1(X, ZP-1) ~ HO+1(X, LP-Y) ...
o> (X, L"™Y) — T(X, Z") -2 HY(X, Z"Y) — HY(X, L") —~....
Le diagramme suivant dont toutes les suites sont exactes

0 0
1
Zn+1
b\
- Ln ~ Ln+1
Nt
le
)
0

dn-1

Ln—l

définit le diagramme commutatif suivant

0
N

[(X,Z"+Y)

1 AN
rox, r-ny270 ri, L2 rx, L=
AN 1
N

I'(X,Z")
t
0

ou les suites, sauf la suite horizontale, sont exactes ; alors
H"(I' (X, L*)) = Ker D"/Im D"~? ~ I'(X,ZM/Img® = I'(X,Z")/Ker §° 2. HY(X,Z"-Y);

I’homomorphisme canonique est
j=6"to...o8'odoi: H'(I'(X, L*)) - H*(X, F).

Si (1.11) est satisfaite, alors 6* (k=1,...,n—1) et 1 sont des isomorphismes ; il
en est de méme dej. O

1.8.3. Sur une surface de Riemann X, a tout ouvert U, on associe les C-espaces
vectoriels &(U) des fonctions C* sur U et £ (U) des r-formes différentielles C*
sur U, &7 9(U) le sous-espace de &7*%(U) des formes de type (p, q) ; avec les ho-
momorphismes de restriction, cela définit les faisceaux &, &%, £7'? respectivement.

1.8.4. Lemme. — Sur une surface de Riemann X, on a H'(X, §)=0 ; méme
résultat en remplagant & par &', &2, &v° &

DEMONSTRATION. — Soient # =(U;);¢; un recouvrement ouvert de X ; () une
partition C= de I'unité subordonnée a % et (f;))€Z (%, &).

La fonction ¥, f;; est définie sur U;NU;, on Tétend par O sur UN\spt (f; 1)),
alors gi:J;I'pjﬁjEéb(Ui)- Sur U;N Uj, on a : gi—gj:;l//kfik_; Vi fi=
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=; l//k(ﬁk—f;'k):; %(f,-k+ﬁq-)=; Y fiy=rfi; 5 donc (f;)EB (%, &) ; alors
d’aprés 1.3.4, on a HY(X, £)=0. O

1.8.5. Théoréme de de Rham. — Swur une surface de Riemann X, on a un isomor-
phisme canonique

HY(X,C) ~ H'(I'(X, %)) = {1-formes C= d-fermées}/d{fonctions C=}.
DEMONSTRATION. — La suite de morphismes
(1.12) 0->C-t g4 a2, g2

ou i est inclusion, est exacte parce que les fonctions C* d-fermées sont localement
constantes et d’aprés le lemme de Poincaré (ch. 1, 2.8.4) : (1.12) est une résolution du
faisceau C. D’aprées 1.8.4, 'homomorphisme ;j de (1.10), pour la résolution (1.12),
est un isomorphisme. [

1.8.6. Théoréme de de Rham pour d”. — Sur une surface de Riemann X, on a un
isomorphisme canonique

H(X, 0) ~ H'(I'(X, %)) =
= {1-formes C= de type (0, 1), d"-fermées}/d” {fonctions C~} = H*'(X, C).

DEMONSTRATION. — La suite de morphismes
(1.13) 0~ 04 645 g1 L, goz

ou i est I'inclusion, est exacte parce que les fonctions C* d”-fermées sont holo-
morphes et 4 cause du Lemme du d” (ch. 1, 5.3.2) : (1.13) est une résolution du
faisceau @. D’aprés 1.8.4, Yhomomorphisme j de (1.10), pour la résolution (1.13),
est un isomorphisme. [

2. Théoréme de finitude

2.1. Théoréme. — Soient X une surface de Riemann et YCCX un ouvert. Alors
dim H'(Y, () <<,

La démonstration sera donnée au n® 2.3.6.

2.2. Cas des surfaces de Riemann compactes

2.2.1. Corollaire. — Si X est une surface de Riemann compacte, alors
dim H(X, @) <oo.

DEMONSTRATION. — Résulte de 2.1 avec Y=X. [

2.2.2. Pour une surface de Riemann compacte X, g=dim HY(X, @) est appelé le
genre de X.
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2.2.3. Théoréme. — Le genre de P'=P'(C) est 0.

DEMONSTRATION, — Soient U;=P'\\{=} ; U,=P'\{0}, alors #=(U,, U,) est
un recouvrement ouvert de P! et U,=C, U, est isomorphe 4 C.

Ona H®(C, C)=0 d’aprés ch. 2,2.5, donc, d’aprés 1.8.6, H'(C, 0)=0 et % est
un recouvrement 1-acyclique de P! ; d’aprés le théoréme de Leray (1.3.5), H'(P, 0)~
~HYU, 0). Soit (fi2)€Z (U, ®) ; fi. est holomorphe sur U;N Uz—C* ie

admet un developpement de Laurent fi,(z)= Z c,z" ; alors fi(2)= Z c,z" et

n= —oco

fo(2)=— Z ¢,2" sont holomorphes sur U, et sur U, respectivement et f,=

n=—oco

=fi—f; sur U;NU,, donc HY (%, ©®)=0. O

2.3. Topologie des espaces de cochaines

2.3.1. Soient (z, U’) une carte de X et U un ouvert relativement compact dans U’ ;
I’espace C-vectoriel I'(U, 0) des fonctions holomorphes sur U est C-isomorphe i
Pespace vectoriel des fonctions holomorphes sur T'ouvert z(U) de C ; ce dernier
est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts qui en fait un
espace de Fréchet (ch. 3, 3.5) ; alors la topologie de I'(U, 0), transportée de celle
de I'(z(U), 0,,), est de Fréchet, 0,,, désignant le faisceau des fonctions holo-
morphes sur z(U).

Soient (z;, U)),c;» I=I[1,...,n], une famille finie de cartes de X, (U);c; une
famille d’ouverts U;ccU; et Y= U U; ; alors % =(U,) est un recouvrement

i=1

ouvert de Y”,
Co(U, ) s’identifie a HF (U;, 0\U) muni de la topologie produit (de

Fréchet). L’espace Vectorlel CY (%, 0) des 1-cochaines alternées s’identifie a
[1ru,Nu,, 0|U;,NU), (j, k)EI?, muni de la topologie produit (de Fréchet).
J<k

L’application cobord 6 : C°(%, 0) -~ CY (%, ©)
;) = (7;— il Ujm U); j<k

est continue, d’aprés la définition des topologies de C°(%, @) et de CY(%, 0) ;
de méme, C*(%, 0) est un Fréchet et I'opérateur cobord &' : CY(#%, 0)~C*(%, 0)
est continu, alors Ker 8'=ZY(%, 0) est fermé, donc Fréchet.

2.3.2. Soient Y un ouvert d’un espace topologique X, F un faisceau de groupes
abéliens sur X, %=(U);¢;, resp. % =(U])iey, un recouvrement ouvert de X, resp.
de Y, avec U] U, ; I'application restriction oU: : F(U;)-~F(U;) définit une app-
lication restriction C*(%, F)—~C"(%’, F), d'on les homomorphismes de groupes
abéliens H' (%, F)~H" (%', F) et H'(X, F)—~ H'(Y, F) dits de restriction.

Dans les hypothéses du théoréme 2.1, Y étant relativement compact dans X,
il existe une famille finie de cartes (z;, U, Dicrs I=[1, ...,n] de X et des familles
d'ouverts (Up);ers (Wier telles que V,ccU,cc Uy, i€l et satisfaisant a la con-
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dition

n n

Y=UV,ccY' = UU;; ¥'=Vies

i=1 i=1

et U =(U););c; sont des recouvrements ouverts de Y et ¥” respectivement.
Considérons I'application linéaire continue ¢ : CY(%, 0)—~C*(¥", @) définie par

restriction ; on note aussi ¢ I'application induite sur Z(%, @) ; I'image de cette
derniére est contenue dans Z1(¥¢", 0).

2.3.3. Lemme. — Dans les notations ci-dessus, Papplication linéaire continue
(2,0): ZX(U, O)YDC(V, O) ~ Z'(¥, 0)
est surjective.
k

DEMONSTRATION. — (a) Posons Y,=Y ; %, =YU(J U) ; ona %,=Y".

i=1

Pour k fixé, posons
v, =UNYy; i=1,..,n

v; =v; pow [#k et v;p=U,.
Alors
v = (v;);c; €St un recouvrement ouvert de Y, _;
et
v = (¥]);cr €st un recouvrement ouvert de Y.

v et v’ sont des recouvrements 1-acycliques ie. H'(v;, 0)=0 et H(v], 0)=0,
car v; et v; sont identifiables, par la carte z;, & des ouverts de C. Or, pour un ouvert
W de C,ona HY(W, 0)=H%'(W, C) (1.8.6) ; ce dernier espace est {0} a cause
de (ch. 4, 2.2), donc d’aprés le théoréme de Leray (1.3.5), on a :

H'(Y,_1,0) = H'(»,0); H\(Y,,0) = H\(', 0).

Mais, pour i#j, on a v;Nv;=v/Nv}, donc Z(v, O)=Z(v', ¢) et I'’homo-
morphisme de restriction H(v', O)~H*(v, 0) est surjectif, d’oli, successivement,
la surjectivité des homomorphismes de restriction

Hl(Yk50)_>H1(Yk—ls(9); k:]s”-’n
ct de

2.1) HY(Y”, ) ~ H'(Y, 0).
(b) D’aprés le théoréme de Leray (1.3.5),
H (%, 0) =~ H\(Y”, 0)
H\(¥, 0) = H\(Y, 0).
D’aprés (2.1), Thomomorphisme de la restriction
HY\(%, 0) ~ H\(V, 0)
est un épimorphisme, d’ou la surjectivité de (¢, d). [J

2.3.4. Lemme. — L’application ¢ : Z' (U, O)—~Z' (¥, 0) est compacte (i.e. 'image
par g de toute partie bornée est relativement compacts).
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DEMONSTRATION. — 11 suffit de démontrer cette propriété pour
e: CH(%, 0) ~C\(¥, 0),

d’aprés (2.3.2) et, pour cela il suffit de démontrer que, pour tout couple d’ouverts Vec U
de C, I'application de restriction

Ji LU, 0)~T{,0)
est compacte.

L’image de j est contenue dans P’espace des applications continues de V (compact)
dans C.

Soit B un borné de I'(U, 0), alors j(B) est une partie équicontinue de I'(V, 0) ;
de plus, pour tout x¢V, j(B)(x) est borné dans C, donc relativement compact.
Alors, le théoréme d’Ascoli entraine que j(B) est relativement compacte dans
rw,0). O

2.3.5. Lemme (L. Schwartz). — Soient E et F deux espaces de Fréchet, u, et u,
deux applications linéaires continues : E—~F telles que u,+u, soit surjective et
u, compacte. Alors Im u, est fermée et de codimension finie.

Schéma de la démonstration.

(a) Soit E un espace vectoriel muni d’une semi-norme p, alors N, (E)=
={x€E ; p(x)=0} est un sous-groupe vectoriel de E et E’=E/N,(E) est muni
de la norme induite par p.

(b) Il résulte facilement de la définition 3.4 du chapitre 3, qu’un espace de Fréchet
F’ est un espace vectoriel muni d’une famille dénombrable de semi-normes ( J 2
définissant une topologie séparée sur F pour laquelle F est complet. La famille
(¢.),en+ avec q,=p,+...+p, définit la méme topologie sur F. On considere I’espace
vectoriel F muni de la semi-norme ¢, et on désigne par F, le complété de F,=
=F/N, (F) ; pour k€N, on a : Ny (F)CN,(F) et le diagramme commutatif
ou les suites obliques et la suite verticale sont exactes

0
/
y Elix & Fusr
P
FE = F

I\
v 0
0

On posera F=lim F, ou les F, sont des espaces de Banach.

(c) On remarque que, si m : N*—~N* est une application strictement croissante,
ona: '
F=limF,,,.

Nous admettrons les propriétés suivantes :

(d) Toute application linéaire continue surjective f : E—~F d’espaces de Fréchet
est ouverte. ’

(e) Tout espace de Fréchet localement compact est de dimension finie.
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(f) Soient ¢,y : E~F deux applications linéaires continues d’espaces de Ba-
nach telles que ¢ soit surjective et y compacte, alors ¢+ a une image fermée.

(g) Soient E=lim E,, F=lim F, deux espaces de Fréchet, f : E—~F une applica-
tion linéaire continue qui induit des applications linéaires continues f, : E,~F,
d’images fermées, alors I'image de fest fermée dans F.

Démontrons le Lemme : posons ¢=u,+u, ; = —u,, notons | |, la norme de
E, et celle de F,.

Soit B une partie bornée de £ ; compte tenu de (¢), on peut supposer que B est
contenu dans {x€E ; p,(x)<1} ; Y(B) est relativement compact dans F.

¢ étant continue et ouverte (d), avec un nouveau numérotage des E,, et grice
a (c), on a : pour tout n€N*, il existe une constante K, telle que, pour x€E,

@) lle @l <K,lxl,;
(i) il existe x’€E tel que o(x)=¢(x) et ||x'|,<K,llo(),-

Donc ¢ induit une application linéaire surjective ¢, : E,—~F;.

De méme, compte tenu de (¢), on peut supposer que Y induit une application
linéaire continue compacte ¥, : E,—~F,.

Draprés (f), (¢,+¥,)(E) est fermé dans F, et, d’aprés (g), (¢ +Y)(E) est fermé
dans F. Alors F’'=F/(¢+y)(E) est un espace de Fréchet. Montrons que F’ est
localement compact. Tout voisinage de 0 dans F’ contient un voisinage
V={[»], Iyl,<ée} ; compte tenu de (c), on peut prendre r=1. Soit ([y,]) une suite
de V' ; pour tout n, il existe x,£E tel que o(x,)=y, et |x.li<Ki|y,l: donc (x,)
est bornée, alors (Y (—x,)) a une sous-suite convergente. Mais [¢(x,)]=[¥ (—x,)],
donc ([y,]) a une sous-suite convergente, i.e. ¥ est compact. D’aprés (e), F’ est de
dimension finie. [

2.3.6. DEMONSTRATION DE 2.1.
Considérons les deux applications linéaires continues (g, 0) et (0, )

ZY U, O)+C° (¥, 0) - Z1(¥, 0).

Draprés 2.3.3, (g,0) est surjective ; d’aprés 2.3.4 g, donc (g, 0), est compacte
alors, d’aprés 2.3.5, H (¥, O)=ZY(¥", 0)/6C°(¥", O)~H (Y, 0) est de dimension
finie. [

2.4. Applications

2.4.1. Théoréme. — Soit YCCX un ouvert d’une surface de Riemann X. Alors,
pour tout acy, il existe fC.#(Y) ayant un pole en a et holomorphe sur Y\{a}.

DEMONSTRATION. — D’aprés 2.1,0na : (2.2) k=dim Im (H'(X, 0)~H(Y, (0))<eo.

Soient (z, U;) une carte centrée en a et U,=X\{a} ; #=(U,, U,) est un re-
couvrement ouvert de X ; les fonctions z=7, j=1, ..., k+1, sont holomorphes sur
UiNU,=U,\{a} et définissent des cocycles {;€Z (%, 0). D’aprés (2.2), les (k+1)

cocycles {;|Y sont linéairement dépendants modulo les cobords de #Y, i.e. il
k+1

existedes c;€C,j=1, ..., k+1 non tous nuls tels que Z c;l;=8n; neC(UNY, 0),

Jj=1
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k+1

donc Z ¢,z =f,~f; sur UNU,NY avec (f;,f)=y. Sur U,NU,NY, on a
k+1
f2=f1+z c;z74, alors il existe f7€0(Y\{a}) telle que f|(UN\{ahNY=f+

k+1
+Z c;zl et fIlUNY =1 5 fi+ Z ¢;z~/ est méromorphe sur Uy, donc il existe

fE,/// (Y) telle que f"=f]Y\{a} ; c’est la fonction cherchée. [

2.4.2. Corollaire. — Sur toute surface de Riemann compacte X, il existe une fonc-
tion méromorphe non nulle. O

3. Théoréme de Riemann—Roch

3.1. Diviseurs : rappels et compléments

3.1.1. Sur une surface de Riemann X, on appelle diviseur toute zéro-chaine D en-
tiére, localement finie

3.1 D= Z n;a; (voir ch. 4, 4.)

On appellera n; la multiplicité du point a; dans D.
D définit aussi une application

D:X-+Z
aj—~n; (jeJ)
XN\U {a} —~0.
J€J

L’addition des diviseurs étant définie par I'addition des coefficients, 1’ensemble
des diviseurs est un groupe additif commutatif Div X qui est ordonné par 1a relation
suivante : si D, D’¢Div X, ou D est défini par (3.1) et D’ par Z nia;, D<D’

JJ’

signifie, pour tout jcJ, n; <n

3.1.2. On a défini le diviseur d’'une fonction méromorphe sur un ouvert ¥ de X
(ch. 4, 4) ; cela implique la notion suivante : soit f€.#(Y), pour tout a€Y, on
appelle ordre de fen a, ord, (f) le nombre suivant : 0 si f(a)=0, « ; k si a est
un zéro (d’ordre) de multiplicité k ; —k si a est un pdle de multiplicité k de f ; =
si f, est le germe nul. Alors, pour f€.#*(X) (ch. 4, 4), le diviseur de f est (f)=
=Y ord, (f)x.

xeX

Jest dit nudtiple du diviseur D si (f)=D.

Tout diviseur d’une fonction méromorphe est dit diviseur principal.

Deux diviseurs D et D’ sont dits /inéairement équivalents si D—D’ est prin-
cipal.
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3.1.3. Diviseur d'une 1-forme méromorphe

Les 1-formes différentielies méromorphes (ch. 2, 4.4.2) sur 'ouvert Y constituent un
groupe et méme un C-espace vectoriel #1(Y) ; pour toute forme @ qui n’est id :n-
tiquement nulle sur aucune composante connexe de Y, pour tout ac€Y, pour une
carte (z, U) centrée en g, w|lU=fdz ou fe#*(U) ; ord,(f) est indépendant
de la carte et, par définition, ord, w=ord, (), on appelle diviseur de w, le di-

viseur
(w) = Y. (ord, w)x.

xeY

Les relations suivantes résultent immédiatement des définitions : sur une surface
de Riemann connexe X, pour f, g€#(X)\{0} et we#'(X)\{0}, ona :

B =N+@;: == (f®)=>)+(w).

3.1.4. Degré d’un diviseur

Si X est compacte, alors, dans (3.1), # |J {a;}<oo, on appelle degré de D I'entier
ics
deg D= Y n;= 3 D(x) ; en outre 'application

Jjed x€X
deg: DivX - Z
D —degD

est un homomorphisme de groupes.
Tout diviseur principal a le degré 0, d’aprés 2.3.4 du chapitre 5.

3.2. Le faisceau O,

3.2.1. Soient D un diviseur sur une surface de Riemann X. Pour tout ouvert U de
X, soit 0,(U)={feM (V) ; (/)= —D|UY={feM(U) ; ord, (f)=—~D(x) ; xcU}.
Alors U—0,(U) est un faisceau de @-modules sur X.

3.2.2. Proposition. — Si D et D’ sont deux diviseurs linéairement équivalents,
alors Op et Oy, sont canoniquement isomorphes.

DEMONSTRATION. — 1l existe ye.#(X) telle que D—D'=(y),
Yx: Oy ~ Op
frexf
est I'isomorphisme annoncé car, pour tout ouvert U de X,
Op(U) = {feAU) : (f)=—-D|U} ;
W) =W+ =-W)+D)=-D". O
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3.2.3. Théoréme, — Si D est un diviseur de degré <0 sur une surface de Riemann
compacte X, alors H°(X, O0p)=0.

DEMONSTRATION. — S’il existe fe H(X, @), on a deg(f)= —deg D=0, ce qui
contredit 3.1.4. O

3.3. Faisceaux a support ponctuel ; propriétés de @,

3.3.1. On appelle support d’un faisceau F de groupes abéliens sur un espace topo-
logique X le complémentaire (fermé) du plus grand ouvert de X en tout point x
duquet! la fibre F, est {0}.

3.3.2. Soit P un point d’une surface de Riemann X ; pour tout ouvert U de X, soit
C st PeU

CP(U)_{O sinon

faiscean Cp sur X, de support {P}.

; avec les homomorphismes restriction, cela constitue un

3.3.3. Proposition. — On a (i) H°(X, Cp)~C ; (i) H'(X, Cp)=0.

DEMONSTRATION. — (1) H°(X, Cp)~T'(X, Cp)=C ;

(i) £€HY(X, Cp) est représenté par un élément de Z'(%, Cp) pour un recouvre-
ment % de X ; % a un raffinement ¥ tel que P appartienne a un seul V,€¥". Alors
aucun V,NV;, a#pB, ne contient P, donc Cp(V,NV;)=0, d’ou Z' (¥, Cp)=0,
donc ¢=0. O

3.34. Une courte suite exacte

Soient D un diviseur de X, P un point de X, on désigne par P le diviseur 1P,
alors D<D+P ; si fe#(X) est telle que (f)=—-D, ona (f)=—(D+P) ;
cela définit P'inclusion j : Op~0,, p.

Considérons ’homomorphisme de faisceaux

B:0pip—+Cop

défini comme suit. Soit U un ouvert de X, si P¢U, on pose fy=0 ; si PcU et
J€0,. p(U), pour une carte z de X de centre P, k=D(P), fa un pdle d’ordre au
plus (k+1) en P, ie. a un développement de Laurent

f= 2 '
n=-k~-1
on pose By(f)=c_;-1€C=Cp(V).
Alors f est un épimorphisme de faisceaux et la suite de morphismes
(3.2) 0Oy Opp-t- Cp >0

est une courte suite exacte de faisceaux.
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3.3.5. Proposition. — On a la suite exacte de cohomologie
(3.3) 0~ H'(X, 0p) L~ H'(X, Op,p) 22~ C ~ H'(X, Op) ~ H (X, Op.,.p) —~ 0.

DEMONSTRATION. — La longue suite exacte de cohomologie définie par (3.2), compte
tenu de H°(X, Cp)=C et de H'(X,Cp)=0 d’aprés 3.3.3 entraine la Proposi-
tion. O

3.3.6. Corollaire. — Si D< D’ sur une surface de Riemann X, inclusion D—~D’
induit un épimorphisme j, : HY(X, Op)~H'(X, Op). O

3.4. Théoréme de Riemann—Roch. — Soit D un diviseur sur une surface de Rie-
mann connexe, compacte X, de genre g. Alors H(X, Op) et H*(X, Op) sont des
espaces vectoriels de dimension finie et

(3.49) dim H(X, 0p) —dim H'(X, Op) = 1—g +deg D.

DEMONSTRATION. — On va démontrer le théoréme par récurrence sur le nombre
de points du support du diviseur, chaque point étant compté selon sa multiplicité.

(@) Si D=0, on a HX, 0,)=H°(X, ®)=0(X)=C car toute fonction holo-
morphe sur une surface de Riemann connexe compacte est constante (ch. 5, 2.1.10)
donc dim H°(X, ©®)=1 ; dim H(X, 0)=g par définition, d’ou (3.4).

(b) Soient D un diviseur, P€X et D'’=D+P ; on suppose le théoréme dé-
montré pour D ou pour D’ et on va le démontrer pour D’ ou pour D.

Considérons le diagramme commutatif suivant déduit de fagon évidente de (3.3)

0
N
C/Im B,
. 7N\
0 ~ HO(X, Op) L HO(X, Op) —2— C H'(X, Op) — HY(X, Oy) - 0
/
Im g,
N
0 0

la suite horizontale et les suites obliques sont exactes ; il en résulte I'exactitude
des deux suites

(3.5) 0 — H(X, Op) -2 H(X, 0p) ~ Im B, —~ O
(3.6) 0 - C/Im B, — H'(X, O,) ~ H'(X, 0y) ~ 0.

Supposons, par exemple, le théoréme établi pour D, alors H(X, @) et H* (X, Op)
sont de dimension finie ; dimIm f,<1 ; dim C/Im S, <1, donc les dimensions de
H°(X, 0p) et de H'(X,0p) sont finies. Méme raisonnement en échangeant les
roles de D et de D’. Alors I'exactitude des suites (3.5) et (3.6) pour des espaces vec-
toriels de diménsion finie entraine

dim H(X, 0y) = dim H*(X, 0p)+dim Im B,
dim H(X, 6,) = dim H'(X, 0p)+dim (C/Im B,),
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d’oli, par addition membre & membre
dim H°(X, 0p)—dim H(X, 0p) = dim H(X, 0p)—dim H'(X, O)+1 ;

mais deg D’—deg D=1, donc si (3.4) est vraie pour D ou D’, elle est vraie pour
Iautre.

(c) Tout diviseur D=A+...+B,—F,,,—...—F,, chaque point P; étant écrit un
nombre de fois égal a la valeur absolue de sa multiplicité. Alors le théoréme se
démontre pour D, par récurrence a partir de (b). O

3.5. Applications

3.5.1. Théoréme. — Soit a un point d’une surface de Riemann compacte connexe X.
Alors il existe une fonction méromorphe f non constante sur X ayant un pole d’ordre
<g+1 en a et holomorphe sur X\{a}.

DEMONSTRATION., — Soit D le diviseur

a—g+1
x—0 pour xeX\{a}.

Alors, le théoréme de Riemann—Roch implique : dim H°(X, Op)=1—g+
+deg D=2. OO

3.5.2. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann compacte connexe de genre g,
alors il existe un revétement holomorphe f: X—P' a (g+1) feuillets au plus.

DEMONSTRATION. — On considére Ja fonction f de 3.5.1 : X—-P! ; f prend la
valeur « a la multiplicité <g+1, alors elle prend toute valeur le méme nombre de
fois (ch. 5,2.3.2). O

3.5.3. Corollaire. — Soit X une surface de Riemann connexe. Alors les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) X est compacte ;

(ii) X est la surface de Riemann d’une fonction algébrique sur P(C).

DEMONSTRATION. — (ii)=(i) : c’est 6.1.3 du chapitre 5 ;

(i)=(11) : d’aprés 3.5.2 il existe une fonction méromorphe f sur X et, d’aprés
6.1.1 du chapitre 5, X est la surface de Riemann de f ; en outre f est la fonction
algébrique définie par un polyndme irréductible a coefficients rationnels sur P*(C)
de degré inférieur ou égal & g+1. O

3.5.4. Corollaire. — Toute surface de Riemann connexe X, de genre 0, est iso-
morphe a P(C).

DEMONSTRATION. — D’aprés 3.5.2, X est un revétement de P1(C) a un seul feuillet,
alors le revétement est un isomorphisme. O
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4. Fonctions harmoniques dans un ouvert D de C

4.1. Fonctions harmoniques

4.1.1. Soient x, y les coordonnées réelles dans C et z=x-+iy la coordonnée com-
plexe. L’opérateur différentiel 4=0%0x*+0%9y? est appelé le laplacien. Une fonc-
tion 1 : D—C est dite harmonique si elle est C? et satisfait a

4.1 du = 0.

ona:a=(2 '3[3+'3]—43‘9 donc A=4 _”
na: —[-gx- l@]'{yx' l@“ 323—2, C =4[] avec D_azaf.

La condition (4.1) est équivalente a
2

= 9z0z "

On désigne par # (D) I'ensemble des fonctions harmoniques dans D ; A étant
C-linéaire # (D) est un C-espace vectoriel.

4.2) Du =0.

4.1.2. Proposition. — Soit u une fonction C? a valeur complexe dans D. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est harmonique ;

(ii) P=Reu et Q=Fmu sont harmoniques.

DEMONSTRATION. — Cela résulte du fait que la condition d’harmonicité (4.1) est
réelle. [

4.2. Relations avec les fonctions holomorphes

4.2.1. Proposition. — Toute fonction holomorphe dans D est harmonique dans D.
DEMONSTRATION. — fE@(D) est C* et df/0z=0, donc f satisfait a (4.2). O

4.2.2. Corollaire. — Les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe
sont harmoniques.

DEMONSTRATION. — Résulte de 4.2.1 et de 4.1.2. O

4.2.3. Proposition. — Toute fonction u : D—~R harmonique est, au voisinage de
chaque point de D, égale a la partie réelle d’une fonction holomorphe définie a une
constante additive prés.

DEMONSTRATION, — u est C? et satisfait & (4.2), d’aprés le théoréme de Schwarz,

o 90
?3”—:0, ie. du/oze (D) ; alors tout point z, €D a un voisinage sur lequel
Z 0z

20u/0z a une primitive holomorphe f (ch. 1, 3.3.1). Par passage a I'imaginaire
conjugué, on a :

df = 2(9u/dz) dz,
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1
donc D) d(f+f)=du, d’ol1 : u=2%e f+constante ; si £, est holomorphe au voisinage

de z, et telle que u=4%Re f,+constante, alors pour h=f—f;, ona : Reh est
constante, i.e.

0=d(h+h) = oh dz+g@ dz,

ce qui implique 0h/0z=0, donc f—f,=h est constante au voisinage de z,. [

4.2.4. Corollaire. — Si D est simplement connexe, f ci-dessus est holomorphe
sur D.

DEMONSTRATION. — En effet, fest une primitive holomorphe globale (ch. 1,5.4.10). [J

4.2.5. Proposition., — Toute uc (D) posséde la propriété de la moyenne.

DEMONSTRATION. — 11 suffit de supposer u réelle ; u est la partie réelle d’une fonc-
tion holomorphe f au voisinage de tout disque fermé contenu dans D, d’aprés 4.2.4 ;
J/ possédant la propriété de la moyenne (ch. 2, 3.1), il en est de méme de u. O

4.2.,6. Corollaire, — Les éléments de (D) satisfont au principe du maximum.

DEMONSTRATION. — D’aprés 4.2.5, cela résulte de 3.2 du chapitre 2. [

4.2.7. Proposition, — Toute uc s (D) est développable en série entiére conver-
gente en (x—x,), (y —y,) au voisinage de tout point z,=x,+iy,cD.

DEMONSTRATION. — Compte tenu de O du chapitre 8, u étant la partie réelle d’une
fonction holomorphe f au voisinage de z,, la conclusion résulte du développement
en série entiére de f en (z—z,) au voisinage de z,. [

4.3. Formule et noyau de Poisson

4.3.1. Soient B(0, R) un disque ouvert de C, z, un de ses points et # une fonction
harmonique sur un voisinage ouvert de B(0, R). A partir de la propriété de la
moyenne d’une fonction harmonique, on va établir une formule intégrale exprimant
u(zy) a laide des valeurs de u sur spt bB(0, R).

Considérons la. composée S’ des deux applications biholomorphes suivantes :

B(0, R) - B(0, 1) - B(0, 1)

_z =l R(z—zy)
et el e v Ny o

. z
dont la seconde est un automorphisme de B(0, 1) transformant C0=7§- en 0 ;

z, étant fixé, ces applications se prolongent en des applications biholomorphes de
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voisinages ouverts des adhérences des disques. L’application réciproque de S’ est
S: B(0,1)~ B(O,R)

_ R(Rw+zy)

Wz =
R+wz,

et applique O sur z, ; en outre I'extension de S 4 [w|=1 applique ce cercle sur le
cercle |z|=R.

La fonction zoS est harmonique sur un voisinage de B(0, 1), donc elle satisfait
a la propriété de la moyenne (4.2.5), en particulier

4.4 u(z,) = uoS(0) = z—lnfw(o’l)uoS(w) do

dw .
ou w=argw ; sur le cercle sptbB(0,1), on a do=—i— car w=ée" ; de
w

. dz
méme si O=argz, sur {z¢C ; |z|=R}, ona df=—i—.
z

Pour |w|=1, dw:—i[ L _ % }dz:[ L BZ )d@ car|z] =R,

z—z, R*-Z;z zZ—zy  zZ—Zyz

do _ _z | % _Z=a R-laf g0,

do - zZ—2 + E—ZO - |Z_20‘2 - lZ_Zolz s dOU, a partlr de (4,4)
1 R |zl

4.5) 4(20) = 5 [ oy Tr o (D 40

4.3.2. Théoréme. — Soit u une fonction harmonique dans B(0, R) et continue sur
B(0, R). Alors, pour tout z,cB(0, R), on a

RE—|z|?

EEaE u(z)do.
0

1
(4.6) u(z) = 5— f b5,

DEMONSTRATION. — Si # est harmonique au voisinage de B(0, R), la formule (4.5)
donne la conclusion. Sinon, soit r¢J0, 1], alors u(rz) est harmonique au voisinage
de B(0, R) ; (4.5) entraine

R —|z,|*

bBO,R) |z — z,|?

1
@7 u(rzy) = —2?_/' u(rz) do.
Mais u, continue sur B(0, R) est uniformément continue, donc u(rz) converge
uniformément vers u sur [z|=R, quand r tend vers 1, d’cu {4.6). [
. . o . R?—|z,|*
4.3.3. (4.6) est appelée la formule de Poisson ; la fonction a valcurs réelles ! E
z—z,
dans le complémentaire de la diagonale de CXC est appelée le noyau de Poisson.

4.3.4. Corollaire. — Pour toute fonction uE#(B(O, R)) a valeurs réelles, con-
tinue sur B(0, R), pour tout zcB(0, R), on a

{+
bBO,R) {—

L0 L.

4.8) u(z) = Re [2—71” f 7
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DEMONSTRATION. — Sur spt bB(0, R), on a

Ri—|z,)2  2Z—2zZ, l[z—f-z0 E—f—zo] _ e z+2,
lz—202 — (z2—z0)(Z—Z0) Z—2z z—2y

1 1 d
En outre —u(z)df est réel et égal & —_u(z)—-i ; en portant dans (4.6) et
2n 2ni z

en remplagant z par { et z, par z, on obtient (4.8). [

Posons B=B(0, R).
Pour [{[=R, la fonction [ ] de (4.8) est holomorphe en z, donc u(z) est la partie
réelle de la fonction g€ @(B(0, R)), ou g(z)=Qu(z) avec

{+z d¢
Qu(z) = zm fW) = O

Soit maintenant / une fonction holomorphe dans B et continue sur B ; prenons
pour u la partie réelle de f : f=u-+iv, u et v réelles ; alors f—g est holomorphe
dans B, continue dans B, donc f—g=iK ol K est une constante réelle. Ona : —if=
=v—iu et v=%e Qv(z) ; soit h=Q0v(z), alors Reh=v ; Re (—if—h)=0 entraine
—if—h=iH ou H est une constante réelle, alors 2/(z)—g(z)—ih(z)=—H+iK ;

2f(z) = Of(z)—H-+iK; en outre, pour z =0,

SO g

2£(0) = 27” be H+iK = f(0)—H+iK, ie. f(0)=—H+IK,

alors

2f(2) = Of(2) +./(0),

d’out

4.3.5. Corollaire. — Si fc0O (B(0, R))NC° (B(0, R)), alors, dans B(0, R)

@ = 3 IO+ [ T SO T

4ni 7 bB, R)C z

4.4, Probléme de Dirichlet pour le disque

4.4.1. Soient I'=spt bB(0, R) et f une fonction continue sur I' ; le probléme de

Dirichlet pour disque B(0, R) est la recherche d’une fonction F continue sur B(0, R),

harmonique dans B(0, R) telle que F|I'=f. On convient de poser f(8)=f(Re").
— |z

On désignera par P({, z) le noyau de Poisson TE
—Z

4.4.2. Théoréme. — Le probléme de Dirichlet pour le disque a une solution unique.

DEMONSTRATION. — (a) unicité : soient F;, F, deux solutions, alors G=F,—F, est
continue sur B(0, R), harmonique dans B(0, R) donc satisfait au principe du
maximum (4.2.6), i.e. |G| a son maximum sur I’ (ch. 2, 3.3) et G|I'=0, donc G=0.
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(b) existence : pour 2€B(0, R), on considére la fonction
1 Lon .
F(z)= 5= [*" /(0) P(Re", 2)d6 ;
2n Jo

i

d’aprés 4.3.4, F est la partie réelle de G telle que G(z)———— () Reo+ dé ;
el

G est holomorphe dans B(0, R), donc F est harmomque dans B(, R) ; reste a

montrer :

4.4.3. Lemme. — Pour 0,¢[0,2r], on a

4.9 f(0y) = llm F (2)-

z»Re
DEMONSTRATION DU LEMME. — (a) Pour tout 0,€[0, 2n], pour tout O<n<m, l'in-
tégrale

1

(4.10) =

i0
S oy P(Re?s 2) 0

tend vers O quand z€B(0, r) tend vers Re'®,

En effet, soit z=ge'® ; quand z tend vers Re'®%, g "r et w—0,. Si |w—90]<%,

on a ]w—00|<% quand  |0—0,|>1 ; |Re®—z|—|Re’®— gei®|= R|et® —ei®| =

2 2
= R|sin (0 —w)| > R sin l; Pintégrale (4.10) est majorée par R—e qui tend
2 R2sin2 L
2
vers 0 quand ¢—R.
(b) Ona
(4.11) 51; ) :" P(Re®, 2)d0 = 1,

d’aprés (4.6) appliqué a la fonction harmonique 1. La formule (4.11) entraine

F(z2)—f(0) = L+ 1,
avece
1

h=

fIH—90|5n (f(0)~/(65)) P(Re, 2)d6 ;

_1
L

[ ooy FO-F(09) P(Re®, 2) .

& .
Soit &=>0, f étant continue, et d’aprés (4.11), il existe 5 tel que |Il|<5 ; soient
M la borne supérieure de | f(0)] et m la valeur de (4.10) ; d’aprés (a), pour z assez
. g £
voisin de Re'%, on a 2mM<E, donc 12<—2— , dou |F(2)—f(0,)|<e. O

4.4.4. Théoréme., — Toute fonction f, continue et possédant la propriété de la
moyenne dans un ouvert D de C, est harmonique dans D
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DEMONSTRATION. — Soit z, un point de D, c’est le centre d’un disque fermé B(z,, R)
contenu dans D et soit I'=spt bB(z,, R). D’aprés 4.4.2, il existe une fonction on
continue sur B(z,, R), harmonique dans B(z,, R) telle que FZOIF =f|I'. La fonc-
tion F, - f étant continue et possédant la propriété de la moyenne dans B(z,, R)
satisfait au principe du maximum (ch. 2, 3.2) ; elle est nulle sur I" donc nulle sur
B(z,, R) ; alors f, harmonique au voisinage de tout point z, de D, est harmonique
dans D. O

5. Formes différentielles harmoniques sur une surface de Riemann

5.1. Métrique hermitienne

5.1.1. Sur une surface de Riemann X, en tout point {€X, on considére le C-espace

2
vectoriel T*®cT;* (voir Appendice) ; on vérifie immédiatement que ® T™*(X)=
= |J T¥®T/, ou |J désigne la réunion disjointe, comme A2T*(X), posséde des
leXx

sections C=. Considérons une telle section ¢ ayant les propriétés suivantes
tout point {,¢X posséde un voisinage | muni d’une coordonnée z sur lequel
o=gdz®dz ; pour tout (€, g(D)eRE, ie., pour tout £€C¥, gE&=0. On note
ds® la section o.

Remarquons que, par changement de coordonnée z—=z', si ds*=g’dz’ ®dz’
dz

d’
dz’ Z®

dans la nouvelle coordonnée, I'invariance de ds? entraine gdz®dz=g

- o .
@[ dz ] 47’ =g’ dZ ®d7’, ie. g'=g ‘ﬁ . La 2-forme différenticlle @=— g dz/A
dz dz 2

ANdz=gdxAdy, ou z=x+iy ; x,yER, est réelle.

ds*’=g dz®dz est appelée une métrique hermitienne sur X ; on a ds>’=g(dx+1dy)
R(dx—idy)=g(dx@dx+dy®dy)+ig(dy@dx—dx®dy) ; di?=g(dx®dx+dy®dy)
est la métrique riemannienne associée a ds?. On notera désormais le produit tensoriel
sans symbole ® et on posera dx dx=dx2 De sorte que ds?’=gdzdz et dr?=

—g(dx*+ dp?).

5.1.2. Proposition, — Sur toute surface de Riemann X, il existe une métrique
hermitienne ds>.

DEMONSTRATION. — Soit % =(U;);c; un recouvrement de X par des ouverts de

coordonnée, z; étant une coordonnée sur U; et soit (y;);¢; une partition de I'unité

subordonnée a %. Sur chaque U;, on a la métrique hermitienne de dz; dz; C ; posons

ds*= ;In//j dz; dz;. Pour I€l, soit L Yensemble des jeI tels que U;NU,#0 ;
J

alors, pour j¢L, sur U;NU;, ona :
de

dz;dz; = i,

LEA
dz

2
dzldzlﬁ donC dS2[U, = Z l//Jde dfi — z [‘ﬁj IUj] le dil
JjeL j

JEL

dz;
avec ), [z//j d—i’
3

2
|U,)>0 ; ds? est donc une métrique hermitienne sur X. [
i€
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5.2. L’opérateur *

5.2.1. La surface de Riemann X étant munie d’une métrique hermitienne ds?, soient
Vs ©,, P=0,1,2, des p-formes différentielles de degré p, sur X ; alors, pour toute
carte (z, U), enrestrictiona U,ona : Y,=¥,; Y=Y, dz+ V] dz ; ¥,=¥, dzAdz,
ou ¥,, p=0,1,2 est une fonction sur U ; soient ds?|{U=gdzdz et ¥;=g ¥,
¥, désignant ¥; ou ¥;, on pose

(5'1) <(Pp’ ‘pp>(z) = ép ‘ T;(Z)'

5.2.2. Proposition. — (¢,, ) posséde les propriétés suivantes :
() {p,,V¥,)g dz\dzZ est invariant par changement de coordonnées ;
@) Jpo @) =(p: V) 5
(iii) (, ) est C-linéaire par rapport au premier facteur ;
(iv) (@p, @,)=0;
™ (o, ¢,)=0 entraine ¢,=0.

DEMONSTRATION. — (i) Dans un changement de coordonnées z'—z, ¥,(z), p=

. dz , dz dz |2

=0, 1,2, est transformée, respectivement, en ¥,(z(2")), ( Y —, ¥ —j—), o|— -
dz dz dz

Alors {¢,, ¥ ,)g dzAdZ est invariant, (ii) a (v) résultent immédiatement de la défini-
tion, g étant réelle. O

5.2.3. A cause de 5.2.2, {@,, ¥,)(z) est appelé produit scalaire (hermitien) ponctuel
enzde ¢, ety,.

5.2.4. Dans les notations de 5.2.1, on cherche un opérateur * dans ’espace des
formes différentielles tel que

(52) (09 U ) (D)ig()dZNIZ = (9, Y ) © = 9, .
On a, pour p=0, *Y,=ig ¥, dzAdZ
pour p =2, *l//2=i&
pour p =1, siy, estde type (1,0), *y =i, de type (0,1);
Si !Pl est de type (07 1)9 *lpl = —ilpls de type (1’ 0)
ces formes satisfont a la condition (5.2).

5.2.5. Proposition. — L’application * du C-espace vectoriel des formes différentiel-
les C*, & (X) dans lui-méme posséde les propriétés suivantes :
(i) * est une application R-linéaire : £°(X)~&"~"'—*(X) pour r,s=0,1;
(ii) * est réel, i.e. transforme toute forme différenticlle réelle en une forme
réelle ;
(iii) pour les formes différentielles de degré p, **=(—1)?id.
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DEMONSTRATION.
(i) évident ;
(ii)) on a idzAdz=2dxAdy ; T’assertion est claire pour p=0,2 ; pour p=1,
si @ est réelle, on a : ¢=odz+a dz, alors *¢=id dZ—ix dz est réelle.
(iii) immédiat sur la définition. O

5.2.6. Produit scalaire

Soit 2+(X) le C-espace vectoriel des formes différentielles C= & support compact
dans la surface de Riemann X, munie de la métrique hermitienne ds?. Pour tout
couple @,, ¥,€27(X), (@,lY,)=[x ¢,A"¥, a un sens et, d’aprés 5.2.2, définit un
produit scalaire hermitien faisant de 27(X), et aussi de 2+(X) un espace préhil-
bertien.

5.3. Opérateurs 97, 9, 0, laplacien

Une application R ou C-linéaire de &*(X) dans lui-méme (appelée aussi opé-
rateur) est dite de type (r’,s") si elle transforme une forme différentielle de type
(r,s) en un forme de type (r+r’, s+5).

5.3.1. Par définition &= —*d* ; 9= -*d* ; 9”"=—*d"~

5.3.2. Proposition. — Les opérateurs 0, 0’y 0" sont C-linéaires et possédent les
propriétés suivantes :
(i) ils sont de carvé nul ;
(i) 0’ est de type (—1,0) ;0” de type (0, —1) ;
(iii) dans 2-(X) muni du produit scalaire (|), 0, &’y 0” sont les adjoints de d,
d’, 4”7 respectivement.

DEMONSTRATION. — La C-linéarité provient du fait que * fait intervenir le passage
a 'imaginaire conjugué des coefficients et qu’il apparait deux fois dans la définition
des opérateurs considérés.

(i) 0% =0od =*d**d* =+*dd* =0.
(i) si ¢ est de type (r,s), *¢ est de type (1—r, 1—s), d"*¢ est de type
2—r,1—5), *d"*¢p de type (—1+7r,5).
4 _ ’ LN * __1)s+1 * ) —
(i) o) = [ doAy=[ d@AW+D [ phdy
— S4+1 €3 — 0, s
= (D)™ [ oAd™y, avee ¢ = ¢,

s=0, 1, sinon tous les termes sont nuls ; en outre @A™y est a support compact et on
a tenu compte du type, le dernier membre est égal & — [y @A™d"*Y= [y @A™ Y=
=(@|d"y) ; raisonnement analogue pour 9 et §”. (]
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5.3.3. Par définition, 'opérateur laplacien est 4=dd+9d. Soient 1 =d"9”+d” d” ;
O'=d9’+¢ d. Ona : d=d"+d” ; d=0"+0", dou
4 = +d)@ +0)+(@ +3")(d'+d") =
=0+ 0+d"9+dd"+dd"+9" d".
Calcul de 9" : si ¢ est de degré 0, 0" =0 car ¢ est de type (—1,0)

sipestdedegré l,ona: ¢ =adz+fdz et 8¢ = é——g—;—
. _ 0 (45] _
_ ¢d i’ = =1l d .
si ¢ zAdZ, on a 0'¢ 97 g z
Alors pour ¢ de degré 0, ona d”9’¢=0=0"d"¢ a cause du type,
. ,,,_3(13«]__
pour ¢ de degré 1, daw—az ¥ dz =—9’d"¢.

Donc, dans tous les cas (d”9"+0 d")e=0. Mais d'90"+9"d'=d"d 4+ d” et
0’=0.

En outre, Vopérateur [J est réel, i.e. pour ¢ réelle, ¢ est réelle, en effet : si ¢

. — 1 0%
est une fonction réelle Q=0 d ¢p=———-=—;
g 0z0%
: . = — 0 (1 O
si ¢ est une l-forme réelle, p=adz+a&dZ, on a D(pz—(——_]dz+
- oz \g 0z
0 (1 Ou
—|——=—1dz qui est réelle ;
+3z [g 32) Zz qu est réelle
. i ? (P ~ i
si o=@ dzAdz, Dp=d"0 9= - [—] dzAdz est réelle si ¢ est réelle.
0z0z \g

Alors T1=0 et 4=20.

5.4. Formes harmoniques

Sur une surface de Riemann X, munie d’'une métrique hermitienne ds?, on appelle
Jorme harmonique toute forme différentielle ¢ sur X satisfaisant 4 (5.3) O ¢ =0, ce
qui équivaut 3 4o =0.

Toute forme satisfaisant a

(5.4) d"9=0; 8" @=0

est harmonique.
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5.5. Fonctions harmoniques

5.5.1, Lemme, — Si f est une fonction C*= sur X, alors
@ *df=id"f, *&f =-id’f;
(i) d*df =2id’ d"f.
DF:M_O_NSTRATION. — () d’f est une forme de type (1,0), d’aprés 5.24, *d’'f=
=id’ f=id"f ;
(i) d#df=dx(df+d”f) =d(@{d"f—id’'f), d’aprés 5.2.4,
=id’d"f-id"d’f=2id’d"f. O
5.5.2. Lemme. — Pour toute coordonnée holomorphe locale 7 de X, on a :

2 9
T g 010% f

. 32
DEMONSTRATION. — Af=0 df— —*d*df= —2i*d’ d” f:(—zi)-’-W £, daprés 5.2
g 020z
et la définition de *. OO

5.5.3. Proposition. — Dans le cas ou X est C, muni de la coordonnée z et de la
métrique hermitienne dz dz, toute fonction harmonique au sens de 5.4 est harmo-
nique au sens de 4.1.1.

DEMONSTRATION, —

— _, P L _1(%f 92_f]
g=1 et Af_sz'f(asz“ayz . 0

5.5.4. Remarque. — L’opérateur 4 de 5.3.3 est égal a la moitié du laplacien, noté
aussi 4, défini en 4.1. Dans la suite du n° 5, on notera 4 'opérateur du n® 5.3.3 et
on l'appellera laplacien.

5.6. Théoréme. — Dans 2+(X), les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) @ est harmonique,
(i) d"p=0=0"¢.

DEMONSTRATION. — (i1)=(1) d’aprés 5.4.
(i)=(ii) : pour toute p€2+(X), ona ((d"9”+8” d")olp)=("¢ld” @) +(d” ¢|d” ¢),
donc O¢@=0 implique 9" p=0=d"¢, car 9 (X) est préhilbertien pour (}). O

5.6.1. Corollaire. — Si X est compacte, les formes harmoniques sont les formes ¢
satisfaisant a

(5.4) dp=0; 9"¢p=0
ou, ce qui est équivalent, a

(-3 dp=0; dp=0 ou (5.6) dp=0; Fp=0. O
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5.7. Cas des 1-formes différentielles

5.7.1. On note 2'(X) le C-espace vectoriel des 1-formes différentielles holomorphes
et par $3'(X) celui des 1-formes imaginaires conjuguées, dites antiholomorphes.

5.7.2. Théoréme. — Soit o€ &*(X), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
@® dp=0=0¢;
(i) do=0=42"¢;
(i) o=y, ok Y,€QU(X) et Y@ (X);

(iv) tout point acX a un voisinage U dans X sur lequel il existe une fonction
harmonique f'telle que ¢ =df dans U.

DEMONSTRATION. — ¢ =0 équivaut 3 d*p=0 ; p=¢,+ @, ot ¢, est de type (1, 0)
et @, de type (0, 1)

Yo = ip1—ip,; d*e = id’ ¢, —id" P, = i(d,/‘/’1—d,‘»02)
dp = d"p,+d’e,
donc (1)< (ii).
Dans les notations ci-dessus ¢ =@+ @,
(i) équivaut a d”¢, = 0 = d'¢,, c’est-a-dire (iii).

(1)=(iv) : pour tout acX, d’aprés le lemme de Poincaré, dg=0 entraine I'exis-
tence d’une fonction f sur un voisinage U de a telle que df=¢ ; dp=0 équivaut 2
0 df=0, i.e. f est harmonique.

(iv)=(i) @=df sur U, avec f harmonique entraine dp=0 ct dp=0df=0. 0O

5.7.3. Théoréme. — Toute 1-forme différentielle véelle o telle que d"c=0=0"c
est la partie réelle d’'une 1-forme holomorphe bien déterminée.

DEMONSTRATION. — o=, -+, Oll Yy, Y, QYX) daprés 5.7.2 (iii) ; 6=y,+
+Ya=0, donc Y=y et o=y, +¥,=2Re ().

Unicité : Si ye Q'(X) et Re (Y)=0 ; localement, d’aprés le Lemme de Poincaré
pour les 1-formes holomorphes (ch. 1, 3.3.1), il existe une fonction holomorphe f
telle que W =df ; Re (Yy)=%e df=d Ze f=0, donc Ze ) est constante ; comme f
est holomorphe, f est constante, d’ou ¥ =0. [

5.8. Espace des formes harmoniques pour X compacte

5.8.1. Une fonction harmonique sur X satisfait au principe du maximum, donc
elle est constante.

5.8.2. Soit ¢ une 2-forme harmonique sur X, alors il existe une fonction ¥ sur X
telle que ¢=™*y ; ¢ étant harmonique, alors 9”¢=0, i.e. *d”y=0 ; Ia fonc-
tion ¢ est holomorphe, donc harmonique, i.e. constante. 1.’opérateur * est un iso-
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morphisme ; donc I'espace des 2-formes harmoniques, si X est connexe, est iso-
morphe &4 C.

5.8.3. Soit #1(X) le C-espace vectoriel des I-formes différenticlles ¢ telles que
d”¢=0=0"¢ ; puisque X est compacte, c’est I'espace des [-formes harmoniques
(5.4 et 5.5).

5.8.4. Théoréme. — Si X est compacte, de genre g, alors (5.8) #(X)=Q'(X)®
®QYX) oi la somme directe est orthogonale et dim #'(X)=2g.

DEMONSTRATION. — (5.8) résulte de 5.7.2 (iii) ; en outre QYX)=H°(X, Q)=
=H%1(X, C)~HY(X, @) de dimension g d’aprés 1.8.6. O

5.9. Décomposition orthogonale ; théoréme de Hodge
5.9.1. Lemme. — Si X est compacte, d&(X) et *d&(X) sont orthogonaux dans
(X)) et dE(X)DTdEX)=d"EX)Dd” E(X).

DEMONSTRATION. — Soient f, g€&=6(X),

df*dg) = fxdf/\**dgz —fxdf/\dg: —fxd(fdg) =0 (ch.1,254).
Soit df+*dgedé@*ds, d’aprés 5.5.1 (1), *d’g=id"g ; *d"g=—id’ g, d’ou df+
+*dg=d(f—ig)+d"(f+ig). O
5.9.2. Lemme. — Si X est compacte @’&(X) et QY(X) sont orthogonaux et
EYY(X)=d"&(X) B Q(X).
DEMONSTRATION. — Soient fc&(X) et yeQ\, alors (ld"f)=[x §A*d"/=
=—i[x YA f=i [, d(f§)=0 ; d'aprés 1.8.6,

HY(X, 0) ~ H*(X, C) = &> (X)/d"&(X) =~ H'(X, QY),

sous-espace de £%1(X). Alors la suite exacte 0~d”&(X)~&%1(X).i_ H(X, 1) -0,
ou / est I'inclusion, est scindée ; donc &% '(X)~d"&(X)DH(X,3Y). O

5.9.3. Théoréme. — Si X est une surface de Riemann compacte, on a la somme
directe orthogonale

EY(X) = A (X)DAEX) + &% (X).
DEMONSTRATION.
S (X)) =8 (X)®s"U (X)) =dEX)p M (X)pd"€(X)p Q1 (X), d’aprés 5.9.2
et le passage a I'imaginaire conjugué

=dfX)D*dE (X))@ #1(X), d’aprés 5.9.1 et 5.8.4.
Mais
E(X) =*8*(X) et *dE(X) =*d*&(X) =062(X). O

5.9.4. Proposition. — On a Z'(X)=Ker (&*(X) —‘»(S’z(X))=.#1(X)+dé"(X).
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DEMONSTRATION., — Z}(X)D #1(X)+dE(X) ; d’aprés 5.9.3, il suffit de montrer
que Z1(X) est orthogonal & 9&%*(X) : soit pcZ'(X), Yy€&2(X), alors (ploY)=
=(dely)=0. O

5.9.5. Théoréme (Hodge). — Sur unc surface de Riemann compacte X, on a :
HY(X, CYy=H#1(X).

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme de de Rham (1.8.5) et 5.9.4, on a :
HY(X,Q)=ZY(X)/d¢(X)~#" (X). O

5.9.6. b,(X)=dim H'(X, C) est appelé le premier nombre de Betti de X ; il est
conservé par homéomorphisme, i.e. ¢’est un invariant topologique. D’aprés 5.9.5,
by(X)=dim #'(X)=2g, d’aprés 5.8.4. Donc le genre d’une surface de Riemann
compacte X est un invariant topologique ; en outre le premier nombre de Betti de
X est pair.

5.9.7. Théoréme. — Sur une surface de Riemann compacte X, le théoréme de
décomposition en somme directe orthogonale et le théoréme de Hodge sont valides
en dimension 0 et 2 et s’énoncent ainsi :

) S'X)=H"(X) D& (X) ; *(X)=H*(X)Dd &'(X)

(i) H°(X, Q)= #°(X) ; H*(X, O)=H*(X) ; si X est connexe, ces espaces sont
isomorphes a C.

DEMONSTRATION. — L’application linéaire j : §°(X)—~0&1(X) est surjective, en
u—0 du=Au

effet, si v€&(X), on a : v=h+dw+ads ou h est harmonique, alors dv=0 dw ;

donc on a la suite exacte scindée

0 - #°(X) ~ EX) 196 (X)~0,
ol i désigne I'inclusion, d’ot (i) et (ii) pour la dimension 0, compte tenu du fait que
Z°(X) est orthogonal a 9&*(X).

On obtient les résultats en dimension 2 a ’aide de 'isomorphisme *.
La derniére assertion résulte de 5.8.1 et 5.8.2. [

6. Formes différentielles abéliennes ; théoréme d’Abel
6.1. Formes abéliennes

Soit X une surface de Riemann compacte. Toute forme différentielle méromorphe
de degré 1 sur X est appelée une forme différentielle abélienne.



FORMES DIFFERENTIELLES ABELIENNES 165
6.1.1, Le faisceau d .#

Tout élément u, de 4, a un représentant défini sur un voisinage ouvert connexe

U de x de la forme —j: ou f,g€0(U). Dans U\Z(g), —f— est holomorphe et
g g

6.1) d [1] _ &d—sdg

g g

est holomorphe dans UN\Z(g) ; d’autre part, le second membre de (6.1) est une
I-forme méromorphe définissant un élément de .#! indépendant du représentant

L de p,., quon notera du, ; il est clair que les germes de 1-formes méromorphes

du, ; u M, ; xcX, constituent un sous-faisceau de .#' et que d : #—~dA
est un morphisme de faisceau.

En outre si d[il ci-dessus est nul sur U, la fonction i holomorphe dans
g g
UNZ(g) est constante et a un prolongement constant a U puisque Z(g) est discret.

Autrement dit, le faisceau constant C sur X est un sous-faisceau de .# et, d’aprés
le raisonnement ci-dessus, la suite de morphismes de faisceaux

(6.2) 0—>C . -2>ddt -0,
ol la seconde fléche désigne I'injection canonique, est exacte.

6.1.2, Toute forme we.#*(X) est d’-fermée, car elle est de type (1, 0). En outre,
en dehors de son ensemble polaire, elle est holomorphe, donc d-fermée.
Soient a un pdle de w et (z, U) une coordonnée holomorphe locale centrée en

dz
a, alors on a vu (ch. 2, 5.1.1) que, pour U assez petit, w]U=Res, w—-+dg ou g
z

est une fonction méromorphe sur U, dont le seul péle est a.
Les formes abéliennes sont dites de premiére espéce si elles sont holomorphes ;
de seconde espéce si, localement, ce sont des
différentielles de fonctions méromorphes ;
de troisiéme espéce dans les autres cas.

Les formes de premiére espéce sont les sections de Q' ; celles de seconde espéce
les sections de d.# ; les résidus en leurs poles sont nuls, i.e. leurs pdles sont d’ordre
deux au moins. D’aprés le lemme de Poincaré, on a linclusion canonique
QD —~d.a.

6.1.3, Théoréme. — I/ existe un isomorphisme canonique :
HY (X, d#)/dH (X, &) =~ H' (X, C),

autrement dit, Uespace vectoriel des formes abéliennes de seconde espéce, modulo
les différentielles de fonctions méromorphes, est isomorphe a H (X, C) ; en par-
ticulier sa dimension est 2g, on g est le genre de X.



166 SURFACES DE RIEMANN COMPACTES

DEMONSTRATION. — La suite exacte de cohomologie définie par (6.2) est
oo HO(X, M) 2+ H(X,d M) - HY(X, C) — HY (X, M) —....

D’aprés le Corollaire 8.6.2 qui sera démontré indépendemment, on a H(X, #)=0;
la derniére assertion résulte du théoréme de Hodge (5.9.5) et de 5.8.4. OO

6.1.4. Corollaire. — Sur P(C), toute forme abélienne de seconde espéce est la
différentielle d’une fonction méromorphe globale.

DEMONSTRATION. — Le genre de PY(C) est 0 (2.2.3), donc, pour
X =PYC), HX,d4)/dH*(X, #)=0. O

6.1.5. Proposition. — Sur P(C), toute forme abélienne de premiére espéce est
nulle.

DEMONSTRATION. — Pour X=P'(C), d’aprés 8.5.1 ci-dessous, on a
HY(X, OY) — Q'(X) ~ H(X, 0)

dont la dimension est le genre de X, qui est nul. []

6.2. Théoréme d’Abel
6.2.1. Données

Soient X une surface de Riemann compacte, connexe, T=P1(C), considéré
comme espace du paramétre #, f : XXT—P!(C) une application holomorphe au
sens de 6.4.2 du chapitre 7 telle que, pour tout €7 fixé, z—f,(z)=f(z, t) soit
une application holomorphe non constante ; d’aprés (ch. 2, 4.4), f, est une fonction
méromorphe non constante sur X.

Pour ¢ fixé, f, : X—P1(C) est un revétement ramifié a », feuillets pour un certain
neN* (ch. 5, 2.3.2).

Soient 4, X T’ensemble (fini) des points de ramification de f, et ¥,=P™\ f;(4,).

On considére une forme abélienne w sur X et un point fixe z,€ X. Soient Z,( /)=
=] +...+{% le diviseur des zéros de f,, chaque zéro apparaissant un nombre de
fois égal 2 sa multiplicité et ¢, une 1-chaine différentiable de X telle que be,=Z(f)—
—n,z, et que (spte\sptbe,) ne rencontre pas 4,, ni I’ensemble des pdles de w.
La fonction u(f)= f ., @ est définie 4 I’addition prés d’intégrales de o sur des 1-cycles
de X, appelées périodes de w et qui sont indépendantes de ¢ ; u(z) est appelée une
somme abélienne, relative a la forme w.

6.2.2. Trace de w

On construit la forme différentielle o,, appelée trace de @ sur P'(C) comme suit.
Pour tout yc¥,, il existe un voisinage ouvert connexe ¥ de y dans ¥, tel que

W)y =u0U..UU, c X,
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oules U, (v=1,...,n) sont des ouverts connexes, disjoints, de X et f;|U, : U,~V
est biholomorphe ; soit ¢}=(fIU,)"! : ¥-=U,. Par définition, sur V,

o, =<p,1*w+...+<p:’:w.

6.2.3. Propriétés

(1) La continuité de f en ¢ entraine que P!(C)—~N* est localement constant ;
t—n,
P1(C) étant connexe il existe nEN* tel que, pour tout #, n,=n.

(2) Pour ¢ fixé, les formes o, relatives a des ouverts V différents, d’aprés leur
définition, se recollent en une 1-forme méromorphe globale sur ¥, notée aussi o,.
En outre, en utilisant les fonctions symétriques élémentaires, par le raisonnement de
(ch. 5,6.2.2), on vérifie que o, a une extension méromorphe a P1(C) notée encore o,.

(3) Considérons la fonction

¢ 1 XXTXPHC) ~ C
(Z’ Z W) b—»f(Z, t)'-W

a valeurs au voisinage de 0 ; il s’agit de trouver localement une fonction z(w, t)
telle que ¢(z(w, t), t, w)=0, ie. f(z(w,1),t)—w=0.
d )
Remarquons que (6.3) (9—¢ (z, ¢, w):bl(z, t) et que, pour ¢ fixé, d’aprés 6.2.1,
4 zZ
I’ensemble A4, des zéros de (6.3) est fini.
D’aprés le théoréme des fonctions implicites appliqué & ¢=0, au voisinage de

0 . ..
(245 tos W) tel que f(z,, t))=w, et gj:(zo, 1,)=0, 1l existe des voisinages ouverts
zZ

connexes A, B, C de z,, w,, t, dans X, P1(C), T, respectivement et une fonction
holomorphe ¢ : BXC—~4 telle que f(¢(w,t),t)=w. De plus, compte tenu de
6.2.1 et de (1), pour B et C assez petits, il existe des ouverts 4, connexes, disjoints,
de X, tels que
JSTUBXC)=A,U...UA,
et que
fld,XC : A XC -~ B
soit une application holomorphe et il existe des applications holomorphes
@’ BXC — A,

satisfaisant & f(¢"(w, 1), 1)—w=0 dans BXC et, pour tout t€C fixé, ¢*(w, 1)=¢}
définie en 6.2.2.

n
(4) La forme différentielle 6= ) ¢"*w est une 1-forme méromorphe en w et
v=1

t, au sens du Chapitre 7, au voisinage de (w,, ;).
Comme en (2) ci-dessus pour o,, les formes o définies localement se recollent en une

0
forme notée encore o sur Pl(C)XT\{(w, 1) ; dz€X ; f(z, )=w ; 3—f(z, t)=0} 5
Z

de plus, de fagon analogue A (2) ci-dessus, ¢ s’étend & PY(C)XT en une 1-forme
différentielle méromorphe.
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6.2.4. Théoréme d’Abel différenticl. — Dans les notations de 6.2.1, du est une
1-forme différentielle méromorphe sur T.

DEMONSTRATION. — Soit 7, qu’on peut supposer étre 0 dans un domaine de carte
de T. Dans les notations de 6.2.3, on désigne par z° une coordonnée locale holo-
morphe sur X centrée en {j ; on a :

0¢°
='W 1) ; dz’ = — (W, nde.
P'(w, 1) 5 d2” = 5= ( )
Au voisinage de {j, on a w=g,(z")dz", ou g, est une fonction méromorphe ;
alors

Z e w = Z g, (¢ (w, 1)) ( w, 1) dwjL (w, 9 dt]

du=00.0= 3 g0 0)2Z 0,04,
v=1 at

qui est une 1-forme méromorphe en t. O

6.2.5. Discussion suivant Pespéce de »

(i) o de premiére espéce : alors o est une 1-forme holomorphe et du est de premiére
espéce sur 7, donc nulle, d’aprés 6.1.5 : la somme abélienne u(?) est constante,
aux périodes de w prés.

(ii) @ de seconde espéce : alors, localement sur X, w=dh ou & est une fonction
méromorphe en z, ¢, définie localement sur X X7 ; il en est de méme de o et de
du=5(0, t) ; alors du est une forme abélienne de seconde espéce sur T(=P2(C)) ;
d’aprés (6.1.4), il existe gc.#(T) telle que du=dg, ou g est une fonction méro-
morphe, donc rationnelle sur T ; u est une fonction rationnelle sur T, définie a I’ addi-
tion prés des périodes de o.

(iii) w de troisiéme espéce ; alors la forme abélienne du peut étre de troisiéme
espéce sur T, i.e. avoir des pdles a résidus non nuls et u(t) est somme d’'une fonction
rationnelle et du logarithme (4 plusieurs déterminations) d’une fonction rationnelle,
a laddition prés des périodes de o.

Les conclusions (i), (ii), (iii) constituent la forme intégrale du théoréme d’ Abel.

6.3. Réciproque du théoréme d’Abel pour les formes de 1* espéce
6.3.1. Théoréme (Abel). — Si D est le diviseur d’une fonction méromorphe g sur
une surface de Riemann compacte X, alors il existe une 1-chaine différentiable ¢

sur X telle que bc=D et que, pour toute w<Q'(X), on ait f c0=0.

1
DEMONSTRATION. — Considérons la fonction f(.,t)=(1—t)g+¢— ; téC ; on a
g
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) 1 ) N .
JC,0=g 5 f(., ]):E’ (8)=Zo(/)—Z\(f). Daprés 625 (i), [, o—[, o=
:f%_cla):O ; mais b(c,—c)=(g)=D, ce qui établit 6.3.1. O

6.3.2. Voici une démonstration directe de 6.3.1, dont [’avantage est de ne pas utiliser
le paramétre t€7. Dans les notations de 6.2.1 et 6.2.2, pour la fonction f=g,

indépendante de 7, en désignant par ¢ les inverses locales de f, o= ¢ o est
v=1

une forme abélienne de premiére espéce de P(C), donc ¢=0 ; soit y un arc dif-

férentiable de P1(C) joignant « & 0 sans rencontrer I’ensemble des valeurs critiques

(f(4)) de [ ; f~1(7) est formé de n arcs différentiables ¢; de X joignant les poles de f

aux zéros de f, soit c=c¢;+...+¢,, alors bc=D et, pour toute wc Q*(X), fc w=

:fyou——O. ]

6.3.3. Dans le cas X=P1(C), la réciproque du théoréme 6.3.1 est immédiate : si
D est un diviseur de degré 0, alors d’aprés le théoréme de Riemann—Roch
(3.4), dim H°(X, 0_p)=1, ie. il existe une fonction méromorphe non nulle de
diviseur D.

6.3.4. Réciproque. — Soit D un diviseur de degré O sur une surface de Riemann
compacte X. S’il existe une 1-chaine différentiable ¢ de X de bord D telle que,
pour toute wcQ'(X), on ait f .0=0, alors il existe une fonction méromorpkhe
sur X, de diviseur D.

Démonstration au n° 6.5.

6.4. Définitions et notions préliminaires

6.4.1. Soit D un diviseur de X de degré O ; alors toute f€.#(X), de diviseur D est
appelée une solution de D.

6.4.2. On appelle fonction semi-méromorphe sur X, une application f : X—~P1(C)
telle que pour tout point g€ X, il existe une carte holomorphe (z, U) de X centrée
en aet ac&*(U), ie. de classe C*™ et sans zéro dans U, telle que

6.4) fIU = az*, keZ.
Remarquons que f est C™ sauf sur un ensemble discret de X.

6.4.3. Soit D un diviseur de X, dans les notations de (3.1.1), on dira que la fonction
semi-méromorphe f sur X est une solution faible de D si, pour tout a€X et dans
I’expression (6.4) de f au voisinage de a, on a : k=D(a).

Remarquons que toute solution de D est une solution faible, holomorphe en
dehors des points de D de multiplicité strictement négative.
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6.4.4. Propriétés

(1) Soient f;, /5 deux solutions faibles de D, alors fi=f,¢ ot @c&*(X).
(2) Soit f; une solution faible de D; (j=1,2), alors f; f, est une solution faible
de D,+D, et Jé est une solution faible de D;—D,.

2

6.5. Démonstration de la Réciproque 6.3.4

6.5.1. Lemme. — Soient acX, kcZ, f une fonction semi-méromorphe, (U, z) une
carte holomorphe de X centrée en a telle que f|lU=az" ; ac E*(U). Alors, pour

1 . df
toute pcG(X), sptoc U, ona : fo—}-/\d(p:kq)(a).
2

DFEMONSTRATION, —

d d d d
[ Lndo = [ T ndo = [, SAde+k [ Ado.

da 1
La premiére intégrale du dernier membre, égale a —f d [——/\ go] , est nulle ; —
o z

est localement intégrable, donc

fv—dz—z/\d<p = —lim flz]zgd (d—ZZ/\q)] =lim [ ~ ¢ dz

=09 51—, 7’
d’aprés la formule de Stokes, soit 2mi@(a). O

6.5.2. Corollaire, — Soient a,, a,€X, f une solution faible du diviseur a,—a,

1 d
alors, pour toute ¢ %(X), on a foTf/\dqo_q)(ag—(p(al).
i

DEMONSTRATION. — Soit (U;, z/) une carte holomorphe de X centrée en a; (j=1, 2)
telle que z*¢ U7 pour k=1,2; ksj; (U, Uy, X\({a,}U{a,})) est un recouvrement
ouvert de X ; soit (&, &, &) une partition de I'unité subordonnée a ce recouvre-
ment, alors spt £;CU;, j=1,2. Ona :

d’aprés 6.5.1. OO

6.5.3. Lemme. — Soient X une surface de Riemann, ¢ un arc différentiable par
movrceaux & support compact e¢ UcC X un voisinage ouvert de sptc. Alors il
existe une solution faible f du diviseur bc telle que :

O fIXN\U=1
(i) pour toute Yc &'(X), &y =0, on ait | x//~-—-1—f ij:/\t//
P P W=D TR
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DIMONSTRATION. — (a) Supposons d’abord que Pouvert U soit le domaine d’une
carte holomorphe z, soit isomorphe a un disque de C et que bc=b—a.

Soit ¢ une fonction C* a support compact dans U, égale a 1 sur un ouvert U’
isomorphe a un disque de C contenu dans U et contenant spt c.

On pose :

exp[glog ] pour zeON\U’
Jo=y
i_b pour zeU’

On a : folUN\spt ¢=1, on étend £ en une fonction f égale & 1 sur X\ U, C* sur
X\ {4} ; fest une solution faible du diviseur bc.

Soit Yye&U(X), dy =0, alors U étant isomorphe a un disque, il existe g€ 2 (X)
telle que Yy=dg sur U (ch. 1, 2.8.4).

7 df l!/—27111 j{'p*blu j-”f

2ni
d’aprés le Corollaire 6.5.2, soit f ¥ d’aprés la formule de Stokes.
(b) ¢ est une somme finie d’arcs différentiables c;, chaque c; vérifiant les hy-
pothéses de (a) ; soit f; la solution faible du diviseur bc;, pour Yy€&1(X), on a :

Ndg = g(b)—g(a),

df; _
fcjl’b 27'le /\lp et f—~];[f:,
est la solution faible cherchée. O

6.5.4. DEMONSTRATION DE 6.3.4, — f étant la solution faible de D dans 6.5.3, pour
toute weQ(X), on a :

1 df d’f
(6.5) 0=fcw=me7A 2mf —L Ao,
&f &«

a cause du type. Mais, localement, G:T:
o

(6.5) o est orthogonale 4 @'(X), donc (5.9.2), il existe gc&(X) telle que d’g=a,
alors fe=? est une fonction méromorphe sur X, de diviseur D. O

, donc c€&"H(X) ; d’aprés

7. Fibrés holomorphes en droites

7.1. Fibrés en droites complexes

7.1.1. Les (espaces) fibrés vectoriels complexes sur une surface de Riemann X (ou
plus généralement une variété différentielle) sont définis dans I’Appendice (2.34,
voir aussi 2.3.2).

7.1.2. Soient II : E~X un fibré C en droites complexes sur une surface de Rie-
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mann X et % =(U;);c; un recouvrement ouvert de X tel que :
(7.1) ©;: U;xC —~1I7'(U;) soit un difféomorphisme C* ;
O;(y, -): {y}XC ~I~1(y) soit un isomorphisme du C-espace vectoriel C.
Alors
O;'00; =(d,f;) : (U;NUYXC -~ (U;NU)XC
> 0= S () 1)

ot f(y) : C~C est une application C-linéaire inversible i.e. la multiplication
par une fonction C* & valeurs complexes non nulles. Le fibré définit une cochaine
de % :

fu: U;NU, ~C*

satisfaisanta : fj,=/7* et,sur U;NUNU,#0 2
(7.2 S Sa=ln oufuSufi;=1;

(fj) est un cocycle, élément de ZY(%, §*) qui définit une classe de cohomologie
de HY(%,&*), donc de H(X, &*). On désignera souvent un fibré en droites
Il : E-~X par son espace total E.

7.1.3. Les fonctions f;, sont appelées fonctions de transition du fibré et I'ensemble
(©;);cy> une trivialisation locale du fibré.

7.1.4. Réciproquement, étant donné un recouvrement ouvert WU=(U);c; de la
surface de Riemann X, et un l-cocycle (f;) appartenant @ ZY (U, &), il existe
un fibré C™ en droites complexes Il : E—~X sur X définissant ce cocycle.

I étant muni de 1a topologie discréte, considérons le sous-espace E’= LEJI U;XxCX

J
X{j} de l'espace topologique produit XX CxI. Dans E’ soit £ la relation
(x,v,)) R(x', v, k)

signifiant x=x', v=£; ()"

La relation de cofermeture (7.2) entraine que £ est une relation d’équivalence
compatible avec la premiére projection pr; : XX CXI—~X ; pr, induit alors 1’applica-
tion C™I71

E 2 FE/#=EZ-X

0;=0]U; X Cx{j} est un diffeomorphisme U; X CX{j}—~U;xXCx{j}=0""(U) ;
O 1(x)~C.

Alors IT : E—~X est un fibré en droites complexes de trivialisations locales
©@;=¢;", dont les fonctions de transition sont les fj qui constituent le cocycle
donné.

7.1.5. Deux fibrés C> en droites complexes IT : E—~X et I’ : E’—~X sont dits
isomorphes s’il existe une application fibrée h du premier sur le second qui est un
difféomorphisme C=.

Dans les notations ci-dessus, les deux fibrés étant définis a I'aide du méme recouvre-
ment %, h est défini par les applications C*, h; : U;—~C* telles que, sur U;N U, %0,
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on ait le diagramme commutatif

U;xC 2, gixe

o,

n-'(U;) —>— m-',.

Alors sur U;NU#0, on a : j”jk:h,jlfj’khj 3 heCO(U, 6), d’ou : l'ensemble
des classes d’isomorphisme de fibrés en droites est en bijection avec H(X, &*).

’
9;

7.1.6. Fibré trivial

Le fibré E=Xx C-Z2> X est dit fibré trivial, son espace total est le produit X X C ;
il est défini pour tout recouvrement ouvert % de X par les fonctions de transition
JSix=1. Tout fibré isomorphe au fibré trivial est donc défini par des fonctions de
transition [, =£""/; ot (f;)€C°(%, &*) ; (f;) est un cobord.

7.2. Si la trivialisation locale d’un fibré en droites II : E—~X est formée de fonc-
tions holomorphes, i.e. si ses fonctions de transition sont holomorphes, le fibré est
dit holomorphe en droites ; Tensemble des classes d’isomorphisme de fibrés holo-
morphes en droites est en bijection avec H(X, 07).

7.3. Fibré défini par un diviseur

7.3.1. Soit D un diviseur de la surface de Riemann X ; pour un recouvrement ouvert
U =(U;) assez fin de X, D est défini par la donnée de fonctions méromorphes
g;€M(U;) telles que D|U;=(g)), gjgk‘lzf}k étant holomorphe sans zéro sur U;(
NU,#9. En outre, g; est défini au produit prés par f;€I'(U;, 0*), de sorte que D
définit une classe d’isomorphisme de fibrés holomorphes en droites sur X, donc un
élément de H'(X, 0%).

7.3.2. La multiplication des fonctions de transition de deux fibrés munit Z2(%, 0*)
d’une structure de groupe commutatif qui s’étend & H'(X, 0*), dont on note
la loi de composition & ; restreinte aux diviscurs, elle définit 'addition des divi-
seurs.

7.4. Sections holomorphes

Soit IT : E—~X un fibré C= en droites noté aussi E.

7.4.1. On appelle section s de E au-dessus d’une partic 4 de X une application con-
tinue f : A~E telle que (IT|A)of=id,.

Si E est un fibré holomorphe sur X, U un ouvert de X, une section f: U—~FE de
E est dite holomorphe si, pour une trivialisation locale (@) de E relative au recouvre-
ment ouvert % de X.
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o7 lof |- 1Y(U;NU) : I-Y(U,NU) -~ C

est une fonction holomorphe ; cette définition ne dépend pas de la trivialisation
locale ; pour tout ouvert U de X I'ensemble des sections holomorphes est un C-es-
pace vectoriel 0x(U) ; I'ensemble des 0z (U) et des homomorphismes restriction
définit le faisceau @ des sections holomorphes de E. Si E est trivial, on a : Op~=0.

7.4.2. Théoréme de finitnde. — Soient E un fibvé holomorphe en droites sur une
surface de Riemann X et Y X uwn ouvert, alors dim H'(Y, Op)<oo.

DEMONSTRATION. — C’est une généralisation facile de celle du théoréme 2.1, don-
néeen 24. O

7.5. Sections méromorphes

7.5.1. Soient E un fibré holomorphe en droites sur X, U un ouvert de X au-dessus
duquel £ est trivial et @, : [I7Y(U)~UXC une trivialisation, ¢ un point de U.
Une section holomoiphe /' de E au-dessus de U\ {a} a un péle d’ordre (de multi-
plicité) m en a s’il en est ainsi de Ia fonction ©j'of 1 UN{a}~C ; cette notion est
indépendante de la trivialisation.

7.5.2. Une section méromorphe de E au-dessus d’un ouvert Y de X est une section
holomorphe fau-dessus de Y\ S, ou S est un ensemble discret de points de ¥ qui
sont des pdles de f.

7.5.3. Proposition. — Tout fibré holomorphe en droites sur une surface de Rie-
mann compacte posséde une section méromorphe non nulle.

DEMONSTRATION. — La proposition se déduit du théoréme de finitude 7.4.2 comme
2.4.2 se déduit de 2.1. [

7.5.4. Théoréme. — Sur une surface de Riemann compacte X, tout fibré holo-
morphe en droites E est défini par un diviseur D de X.

DiMONSTRATION. — 11 existe une section ¥ méromorphe non nulle de E d’aprés
7.5.3. Le diviseur D de ¥ est bien défini sur X ; cela résulte de la définition des péles
(7.5.1) et des zéros de  (zéros de ©@; oy pour toute trivialisation de E au-dessus
de Touvert U).

Pour tout ouvert U de X et fe.#(U) telle que (f)=—D|U, on a fiycO(U),
d’ou I'homomorphisme 0,(U)—~0z(U) et le morphisme injectif de faisceaux
j 0,20,

Pour toute @cOx(U),f=py €4 (U) et (f)=—D|U, donc j est surjectif. L’iso-
morphisme j exprime I'isomorphisme du fibré défini par D et de £. O
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7.5.5. Fibrés duaux

Soit E un fibré holomorphe en droites sur une surface de Riemann X, de fonc-
tions de transition (fj;) pour un recouvrement ouvert convenable % =(U,);c; de X.
I1 est clair que I'ensemble des formes linéaires des fibres de F est un fibré vectoriel
holomorphe dont les fonctions de transition sont ( f};l ; on le désigne par E* et
on lappelle (fibré) dual de E.

Si X est compacte et si E est défini par le diviseur D de X, alors E* est dé-
fini par —D.

7.5.6. Remarque. — Si X est compacte, tout théoréme sur les diviseurs de X se
traduit, d’aprés 7.5.4, en un théoréme sur les fibrés holomorphes en droites sur X
et réciproquement. 1l en est ainsi du théoréme de Riemann—Roch (3.4).

8. Dualité de Serre et applications

Dans ce numéro on suppose que X est une surface de Riemann compacte.

8.1. La forme Res

Soit j Iisomorphisme canonique HY(X, @Y)—~H"(X, C) (1.8.6) ; par défini-
tion HY1(X, C)=&V1(X)/d" &Y 0(X)=E2(X)/d&Y°(X). L’intégrale sur X d’un élé-
ment de d€1°°(X) est nulle (comme cela se déduit sans peine de 2.5.4 du chapitre 1),
donc, pour tout é€ H-1(X, C), I'intégrale sur X d’un représentant @ de &, ne dépend
que de &, on le notera [ ¢ ; alors

— 1 ;. 1 1
Res_%jXOJ.H X,y ~C

est une forme C-linéaire.

8.2. La forme res

8.2.1. Soit ucH°(X, .#%/Q) : pour un recouvrement ouvert % =(U;);ey assez fin
de X, p provient d’une O-cochaine (w;)eC(%, .#") telle que, sur U;NU,#0,
w;—w, =06, €QYU;NU,). Soit acU; un pdle de w;, de résidu Res, (w;) ; si
acU;NU,, comme w;—w, est holomorphe sur U;NU,, Res, (w)=Res, (w;) ;
on pose res, ii=Res, (w;) et

res(u) = ), res, (u).
acX

La définition de res (u) est indépendante de % et res : H(X, #Y/Q")—~C est une
forme C-linéaire.
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8.2.2, Théoréme. — Dans les notations ci-dessus, pour tout pc H(X, #*/QY), en
désignant par [0u) la classe de cohomologie de Sy dans H'(X, QY), on a :

res (1) = Res ([6u]).
DEMONSTRATION. — On a le diagramme
L1 (X)/dEr0(X)

~|

¥
HO(X, #Y/QY) -2+ HY(X, QY

res 1 l Res

C—1M | c

Il s’agit de montrer que le carré est commutatif.

Dans les notations de 8.2.1, u provient d’un 0-cocycle (w;) tel que, sur U; N U, #0,
@;— =0, 5 (0,)CZY (U, @Y~ ZH (U, 1'% ; mais HY(X, &Y% =0, donc, pour
% assez fin oy =0;—0, (0;)€C(%, 6°). Alors w;—w=a;—0, sur U;NU,
donc il existe o€CO(X\ P(u), &%), ou P(u) est I'ensemble (fini) des pdles de u,
telle que o|lUNP()=0;—w;, en outre do|lU\P(p)=do;, donc wcC'(X, &M1)
ol  est 'extension C™ & X de la forme do telle que w|U;=do; ; on a dw=0 et
2ni Res ([5,u]):fx .

Pour tout péle g, de p soit (z;, ¥}) une carte holomorphe centrée en g, et B 'ouvert
de X défini par |z]<e, pour ¢ assez petit les B sont disjoints et fX\ZBf do =

= —z be? o ; quand &—0, cette somme tend vers 2mires (u).
[}
On a f g 0= f XNZB do ; w étant C~, quand ¢—0, la premiére intégrale tend
vers [y w=2ni Res ([6p]). 0O

8.3. Le faisceau Q' et le dual de H*(X, ¢'))

8.3.1. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann X. Dans les notations de
3.1.1 et 3.1.2, on désigne par Q' le faisceau de 1-formes méromorphes sur X défini
comme suit : pour tout ouvert U de X, Q' (U)={wec.#(U) ; ord, (w)=D(x) ;
x€U} ; pour V ouvertc U, le morphisme gy, est défini par la restriction des formes
de U a V. On dira que Q' est le faisccau des 1-formes méromorphes multiples
de D.

8.3.2. Considérons les faisceaux Q' , et 0, alors I'application
QL X0y ~ O
(0,f) —of

induit un homomorphisme
h: H(X, QL ))XHY(X, 0p) - HY(X, QY
comme suit : pour tout recouvrement ouvert #=(U});¢; de X, soit w€l'(X, QL)

et (/1) un représentant de ECH' (X, Op) ; (/)€ Z™ (U, Op) est défini & un cobord
prés (f;—fi), alors wy=fw satisfait 4 @, +o,+w,;=0 et est défini au cobord
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prés (fjo—f,®), donc définit un élément bien déterminé de HI(X, Q) qui est
h(w, &) par définition ; h est une application C-bilinéaire. L’application Resoh
notée {(w, &).

HO(X5 Q%—D)><I11(/Y’ (0D) - C
est une forme C-bilinéaire. Alors, pour w fixée, u, : &—{w, &) est une forme
C-linéaire, d’ou I'application C-linéaire

1p: HO(X, QY p) ~ HY(X, Op)*

W= u,.

8.3.3. Lemme. — 1}, est injective.

DEMONSTRATION. -— Soit 0= w€ H°(X, Q' ), on va construire € HY(X, @) tel
que {(w, &=0.

Soit acX tel que D(a)=0 et (U,, z) une carte centrée en a telle que D|U,=0.
Alors o|Uy=fdz ou fe0@(U,). Pour U, assez petit, f|UN\{a} n’a pas de zéro.
Posons U;=X\{a} et #=(U,, U;). On choisit n=(f,, 1)EC* (U, #) tel que
So=(0NLetf,=0; alors wn=(z"1dz, O)eC* (%, M") et res (wn)=1; SNEZ (U, Op).
Prenons ¢=[dn]c H'(X, 0p). On a : wé=w-[dy]=[5(wn)] et {w, {)=Res (&)=
=Res ([6(wn)])=res (wy)=1. O

8.3.4. Le diviseur d’une 1-forme méromorphe w=#0 sur X a été défini en 3.1.3,
on dit que c’est un diviseur canonique.

8.3.5. Proposition. — Deux diviseurs canoniques sont linéairement équivalents.

DEMONSTRATION. — Si - @y, w,€ #1(X)N\{0}, dans tout domaine, assez petit, U
d’'une carte z, on a w;=f;dz ou fi€4*(U), j=1,2 ; si (z,U’) est une autre
carte, w;|U'=f;dz’ ; alors sur UNU’'#0, on a f;dz=f/dz, j=1,2, donc
AAT=S T dou T =4

Il existe fe.#*(X) telle que f|U=f;-f; " donc (w)—(w)=(f). O

8.3.6. Corollaire. — Les diviseurs canoniques de X ont tous le méme degré. [
8.3.7. Soient we.#Y(XNJ{0}, K le diviseur (canonique) de w, alors

Op+x —~ Qb
ffo
est un isomorphisme de faisceaux.
Dans la suite, on notera dg D le degré du diviseur D.

8.3.8. Lemme. — 1! existe une constante k,cZ telle que, pour tout diviseur D
de X, on ait
dim H°(X, Q}) = dg D +k,.

DEMONSTRATION. — Soient g le genre de X et K un diviseur canonique ; d’aprés le
théoréme de Riemann—Roch (3.4) et 8.3.7, on a
dim H(X, Q%) = dim H°(X, Oy, x) = dim HY(X, Op. x)+1—g+dg(D+K)

= dgD+k,,
avec ky=1—-g+dgk. I
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8.3.9. Soient D, D’ deux diviseurs de X tels que D’<D ; linclusion
0~ 0p — 0O
induit la suite exacte H(X, 0p)—~H (X, 0p)->0, d’aprés (3.3.6), d’ott le mono-
morphisme i), du diagramme commutatif de suites exactes
0~ H\(X, 0B H1(X, 0,)*
o]
0~ HX,QLp)— H(X, Q. p).

8.3.10. Lemme. — Pour tout AcH'(X, Op)* et pour wcH(X,Q'[) tels que
iD(A)=1p(w), on a : wcH'(X, Q' ) et i=1p(w)-

DEMONSTRATION. — Exercice. [

8.4. Théoréme de dualité de Serre. — Sur toute surface de Riemann compacte X,
pour tout diviseur D de X, Papplication

1p: H(X, QL p) ~ H\(X, Op)*
est un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

8.4.1. DEMONSTRATION. — Compte tenu de 8.3.3, il suffit de montrer que tout
AEHY(X, 0p)* est dans 'image de 1.

Soit P un point de X ; pour tout néN, on pose D,=D—nP. Pour tout
YEH(X, 0,p), le morphisme de faisceau

(OD,, A Op
fev-f
induit une application C-linéaire notée aussi ¥+
H\(X, 0p,) %~ H'(X, 0p),
d’oli, par transposition, une application C-linéaire . : H'(X, 0p)*~H' (X, @D")* ;
par définition de ., pour tout £€ HY(X, D,), on a "“W.A(&)=Ai(.b).

8.4.2. Lemme. — "J. est injective.

DiMONSTRATION DU LEMME. — (y) étant le diviseur de ¢, on a (Y)=—nP ; le
morphisme de faiscean . se factorise en 8, -~ 0y, L~ Op ol j est un isomor-
phisme et k, induit par D—nP<D+(¥) est injectif ; alors, d’aprés 3.3.6,
HY(X, 0, )~H (X, Op(,,) est surjectif ; il en est de méme de Y. et "Y. est in-
jective. [
8.4.3. SUITE DE LA DEMONSTRATION DE 8.4, — D’aprés 8.4.2,

A={W.2; YyeHYX, 0,p)} < HY(X, @D“)*

est isomorphe & HO(X,0,;) ; d’aprés le théoréme de Riemann—Roch (3.4), g
étant le genre de X, on a :

dimA =dimH*(X,0,p) = 1—g+n
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1p, Ctant injective (8.3.3), on a : dimIm (1, )=dim H(X, QL )=k,+n—dgD,
d’aprés le lemme 8.3.8.
Pour n=dgD, on a dgD,<0, donc (3.2.3), H°(X,0,)=0 ; alors le théoréme
de Riemann—Roch entraine
dim HY(X, 0p )* = g—1—dgD, = n+(g—1—dgD).
Pour » assez grand, on a
dim A4+dimIm (15 ) = 1 —g +ko+2n—dgD > g—1+n—dgD = dim H '(X, 0,)*

1.e. les deux sous-espaces A et Im (an) de HY(X, (91),)* ont une intersection non

nulle, donc il existe 02y cHO(X, 0,p) et wec HO(X, 91_11, ) tels que "Wi=1, (w).
On a Yy~ €HX,0,,) ; posons D'=D,—(), alors D,<D'<D. !
Ona y ' : HY(X, 0p)~H'(X, Op) 3

B = Yt () = Y, (@) = 1y (% o).

Le lemme 8.3.10 entraine ¢ 'wcHO(X, Q' ) et l=1,(y ). O

8.5. Conséquences immédiates de 8.4

8.5.1. Proposition. — Le genre g de X est égal a dim H(X, Q).
DEMONSTRATION, — D’aprés 8.4, pour D=0, on a :
g =dim HY(X, 0) = dim H°(X, Q\y* =dim H*(X, Q). [

8.5.2. Théoréme. — Soit D un diviseur d’une surface de Riemann compacte, alors
il existe un isomorphisme

H(X, 0_p) =~ H'(X, Qp)".

DEMONSTRATION. — Soit K un diviseur canonique de X ; d’aprés 8.3.7, on a :
O_p~Q |, y et Qp~0, ., alors 852 résulte de 8.4 appliqué au diviseur
D+K. O

8.5.3. Soit £ un fibré holomorphe en droites sur X, d’aprés 7.5.4. E est défini par
un diviseur D et 0p—=~ 0g. On définit, de fagon évidente, le faisceau Q} des 1-formes
différentielles holomorphes 4 valeurs dans E. Alors 8.4 et 8.5.2 entrainent le théoréme
suivant :

8.5.4. Théoréme de dualité de Serre pour les fibrés holomorphes en droites. — Soit
E un fibré holomorphe en droites sur une surface de Riemann compacte X, alors on
a les isomorphismes suivants

H(X, O =~ H'(X, Q})*;
H(X, QL) =~ H\(X, 0p)*. O

8.5.5. Théoréme. — Sur une surface de Riemann compacte X, de genre g, le degré
d’un diviseur canonique K est 2g—2.
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DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme de Riemann—Roch
dim HO(X, Oy) —dim H1(X, Oy) = 1 —g+dgk.

Mais Op~Q' (8.3.7) et d’aprés 8.5.2, dim HY(X, QY)=dim H°(X, 0)=1, donc,
compte-tenu de 8.5.1,

g—1=1—g+dgK. O
8.5.6. Corollaire. — Le tore T=C/I" (ch.5, 1.2.2(c)) est de genre 1.

DEMONSTRATION. — La 1-forme dz de C, invariante par translation, induit une
I-forme holomorphe @ sur T sans zéro ni pdle, (w) est un diviseur canonique nul,
donc dg(w)=2g—2=0. 0O

8.6. Théorémes d’annulation
8.6.1. Théoréme. — Si D est un diviscur d’une surface de Riemann compacte X de
genre g, et si dgD=2g—2, on a H'(X, Op)=0.

DEMONSTRATION. — Soit K un diviseur canonique, alors (8.3.7), Ql_Ds@wa et
H'Y(X, Op)* ~H(X, Q* )~H°(X, 0x_,) daprés 8.5.2. La condition dgD=2g—2
entraine dg(K—D)<0 d’apres 8.5.5, donc H°(X,0,_p)=0 daprés 3.2.3. O

8.6.2. Corollaire, — Sur une surface de Riemann compacte X, on a H (X, .4#)=0.

DEMONSTRATION. — Pour tout €€ HY(X, .#), il existe un recouvrement ouvert fini
U=(U;), j=(, ...,n) de X tel que & provienne d’un élément &€ HY(%, .#), ayant
un représentant (f;,)€Z*(%, #) tel que le nombre de poles de I'ensemble des f;
soit fini. Alors il existe un diviseur D de degré =2g—2 tel que (f;)cZ* (%, p).
D’apres 8.6.1, ( f;;) est un cobord du recouvrement % relatif a 0p, donca .#. O

8.6.3. Indice de spécialité

On appelle indice de spécialité du diviseur D le nombre i(D)=dim H1(X, Op) ;
de sorte que le théoréme de Riemann—Roch (3.4) s’écrit

dim H(X, Op) = 1 —g+dgD+i(D).

8.6.4. Théoréme., — L’indice de spécialité a les propriétés suivantes :

& iD)=0;
(i) si dgD <0, ona: i(D)=g—1—-dgD;
(iii) si dgD=>2g—2, ona i(D)=0.
Di:MONSTRATION. — (ii) et (iii) résultent de 3.2.3 et de 8.6.1 respectivement. []

8.6.5. Théoréme. — Soit D un diviseur de degré =2g sur une surface de Rie-
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mann compacte X, de genre g. Alors, pour tout x<cX, il existe fcHYX, Op) tel
que

[CAY O, = O.f.
DfMONSTRATION. — La condition (8.1) équivaut a
8.2) ord, (f) =—D(x).
Pour tout xcX, soit D’ le diviseur défini par
D ; # X
20={o0" 1, 0%

Draprés 8.6.4, i(D)=i(D")=0 ; d’aprés le théoréme de Riemann—Roch
dim H°(X, 0,) = dim (X, 0p)) +1,
donc il existe feH(X, Op)\NH°(X, 0,) ; alors ord,(f)=—D(x). O

8.7. Plongement projectif d’une surface de Riemann compacte

8.7.1. Espace projectif complexe

On désigne par zy, zy, ..., zy les coordonnées dans CV+'. Dans C¥+"\ {0} on
considére la relation % suivante : (z, ..., zy) # (25, ..., zy) signifie : il existe 1€ C*
tel que z}:).zj, j=0,1, .., N ; Z est une relation d’équivalence. On désigne par
PY=P"(C) T’espace topologique quotient C¥+\{0}/Z ; on note (z,:...:zy) la
classe d’équivalence de (zy, ..., zy) ; comme dans le cas N=1, P" est un espace
séparé compact muni d’un atlas analytique qui en fait une variété analytique com-
plexe de dimension N (voir ch. 7, 6.4). On pose U;={(z,:...:2y)€P" ; z;0}.

Soit ¢; : U;—~C~

-1 -y 1
(zo: - iz (2] 25 -0y 271 255 o2 2y)
(¢;)j=0,...~ est un atlas analytique de P".

8.7.2. Soit X une surface de Riemann compacte, une application continue F : X —~P¥
est dite analytique complexe on morphisme si pour tout j¢[0, ..., N,

Fy=(Fp, ..., F;5) = @;oF : F-Y(U,;) -~ C¥

ou Fy est une fonction holomorphe définie sur ouvert F~'(U;) de X a valeurs
dans C.

F est appelée une immersion si pour tout x€X, et pour j tel que x€F~Y(U;),
il existe k€[l, ..., N] tel que dF,=0 ; alors d’aprés le théoréme des fonctions
implicites F(X) est, au voisinage de x, une sous-variété analytique complexe de
dimension 1 de P¥, c’est-a-dire I'ensemble des points annulant N—1 coordonnées
locales holomorphes.

F est appelé un plongement si c’est une immersion injective.
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8.7.3. La donnée de (N+1) fonctions méromorphes f;€.#(X), j=0,1, ..., N, defi-
nit un morphisme

F=Us:fii i f): X>PBY

comme suit : pour tout point x€X, soient (z, V) une carte holomorphe de X

centréeen xet k= ,E[(r)ninN] ord, (f,) ; alors f,=z"g; ol g; est holomorphe au voisi-
jelo, ...,

nage de x et I'un des g;(x) est non nul. Par définition F(x)=(g,(x):...: gy(x)) ;

F(x) ne dépend pas du choix de la coordonnée locale. En outre si g;(x)=0, au
voisinage de x, Fj:(&, ...,ﬁ, ,§_I_V_)
8 &; &i

8.7.4. Théoréme. — Si D est un diviseur de degré =2g+1 d’une surface de
Riemann compacte X, de genre g et si f,,...,fy est une base de H°(X, (Op), le

morphisme
F=(f:....:f): X~ P~

est un plongement.

DEMONSTRATION. — (a) F est injectif : Soient x,, x, deux points distincts de X et
D’ le diviseur de X tel que :

, D(x), X # X,
D) = {D(x)~l ;X =X,

dgD’=2g entraine (8.6.5) : il existe fEH°(X, €p.) tel que

(8.2) ord,, (f) =—D(x)
(8.3) ord,, (f) = —D(xp)+1

N
f appartient aussi & HY(X, 0p), ie. f=3 A;f; ; 4;€C.
Jj=0

Soient (z,,¥;) (I=0,1) deux cartes locales centrées en x,, x; resp. et k;=
=imford, (f)=-D(x),[=0,1 ; ona fi=zpgy; et f=zj'g, au voisinage de x; ;
J
&> & étant holomorphes pour /=0, 1 ; j=0, ..., N. Alors (8.7.3)
N

F(x) = (gl()(xl) Daes 3guv(x1)) et Z ;'jglj(xl) = g(x)

j=0

et d’aprés (8.2) et (8.3), go(xy)=0 et g1(x) =0, dott F(xy)# F(x,).
(b) F est une immersion. D’aprés 8.6.5, il existe f"€¢ H(X, 0p) tel que

ord,, (f) =—D(x)+1;
N
/ appartient aussi 3 H°(X, 0p), donc f'= Y A[f; ; Aj€C.
j=0
Soit k=i1}fordx° (f)=—D(xy)

fi=z2tg; [ =Zg.
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Soit j, tel que g;(x,)#0 ; aprés changement de numérotage, supposons j,=0.
Alors, au voisinage de x,, Fy=@,0F : F~1(U))—~C" (notations de 8.7.2) est

E,z(ﬁ,,__,ﬁy_]

8o &o
N N g; g . .

et ) AjF;=) A;=~=——JA; ; en différentiant les deux membres, on a
i=1 j=1 " & Ko

N
_21 25 dFy;(x0)=d [gi] (x0) =gy 1 dg(xg)#0, car gy(x)#0 et g a un zéro d’ordre
=

0
I en X, ; alors I'un des dF),(x,)#0, donc F est une immersion. [J



7 FONCTIONS HOLOMORPHES
DE PLUSIEURS VARIABLES

Une fonction holomorphe dans un ouvert de C” est définie comme une fonction
continliment différentiable satisfaisant a la condition de Cauchy pour chaque varia-
ble. Une formule intégrale de Cauchy trés particuliére est alors établie a partir de
la formule en une variable pour le bord d’un disque ; elle permet immédiatement
de remplacer 'hypothése C' par celle de continuité dans la définition d’une fonction
holomorphe (n°3). Comme dans le cas d’une variable, cette formule entraine que
toute fonction holomorphe est développable en série entiére convergente de n
variables complexes au voisinage de tout point de son domaine définition ; il en
résulte les inégalités de Cauchy, le principe du prolongement analytique, le principe
du module maximum, le lemme de Schwarz et un résultat sur la mesure de I’ensem-
ble des zéros d’une fonction holomorphe, a I'aide de I'inégalité de Jensen (n°5).
Un lemme du d” est établi pour les formes différentielles d”-fermées, par récurrence
sur le nombre de variables ; il en résulte le théoréme de de Rham pour d” sur une
variété analytique complexe (n°6). Par la technique du chapitre 3, on établit que
I’espace des fonctions holomorphes sur un ouvert de € muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, est un espace de Fréchet et que, dans cet
espace, toute partie bornée fermée est compacte (n° 7). Les propriétés précédentes
ont la méme formulation que dans le cas d’'une variable ; il en est de méme du théo-
réme d’extension de Riemann (n°®8) ; mais, pour n=2, il apparait des phénomé-
nes entiérement nouveaux : des théorémes d’Hartogs établissent |'existence du
prolongement de toute fonction holomorphe a certains ensembles d’intérieur non
vide : il existe en outre des théorémes d’extension 3 certains fermés sans que la
fonction holomorphe donnée soit supposée localement bornée. Un exposé succinct
sur les séries entiéres convergentes de plusieurs variables, contenant les prélimi-
naires indispensables sur les familles sommables, précéde ['utilisation des séries

(n° 4).

1. Préliminaires

On munit C" des coordonnées z;, j=1,...,n ; onpose x;=Rez; ; y;=Imz; ;
alors z;=x;+iy;, (x;, )¢ R% L’isomorphisme de R-espace vectoriel

1: C" > R

(219 sy Z,,) = (-x19 yls EERE] xm yn)
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permet d’identifier C* & R*". On suppose R muni de la topologie habituelle définie
par la valeur absolue, R* muni de la topologie produit et C* de la topologie trans-
portée par 1~L Soit Q2 un ouvert de C” considéré aussi comme un ouvert de R?, on
étudiera des fonctions : Q2-C.

Les fonctions coordonnées complexes z; et leurs imaginaires conjugées Z; ont
pour différentielles dans R*, dz;=dx;+idy; ; dZ;=dx;—idy; ; alors

1 - 43
dxj = E(dzj‘l'dzj) > dy] = %(dzf_dzj)'

En tout point z€C", le C-espace vectoriel T;*(C") (voir Appendice) a pour base
(dx;,dy;);=1,..,n» les différentielles (dz;,dz;);—; _, constituent aussi une
base, car la matrice de passage a pour determmant (=2i)". Toute forme
différentielle sur 2 s’écrit donc, de fagon unique, comme somme de formes différen-
tielless o=y, Qjoocj ek, dzjx/\...Adsz/\dfkl/\.../\dfkq homogénes par rapport aux
dz;, dz, respectivement, de fype (i.e. de bidegré par rapport aux dz;, dz,) (p, q).

Soit #€C1(Q) une fonction continiiment différentiable dans Q, on a :

du—z‘”’d +Z _y dzk+z dzk,
Jj=1 ox k=1 (9
avec
0 1 ( o .0 ] 0 1 ( o .0 ]
1.1 — = =i o) AL NN S
(D 0z 2 \ox, ! o)’ (-2 0z, 2 \0x, i 0Yi
0 )
Il faut noter que —5—— FTR signifient seulement les opérateurs différentiels définis
Zk

en (1.1) et (1.2) ; ce ne sont pas, en général, des dérivations partielles par rapport

aux variables z,, Z, . Alors du=d’u+d"u avecd'u= i -(zfl—dzk ;d7u=Y —il-dik ;
¥=1 0z k=1 0Z;

les formes différentielles d’u et d”u sont respectivement de type (1,0) et (0, 1).

On dit que les opérateurs d” et d” sont de type respectif (1,0) et (0, 1).

Si @ est une forme différentielle, de classe C!, de type (p,q), alors d'w=
=y d'a, . x.x Nz A AdZ, est de type (p+1, g) et do=3 d"a; .j ok x N
/\dzjl/\.../\dfkq est de type (p,g+1).

Si w est de classe C2, alors I'identité ddw=0 entraine que les trois composantes
de ddw, de types respectifs (p+2, q), (p,q+2), (p+1,g+1) sont nulles, d’ott par
linéarité, les identités d’d’=0 ; d”’d”"=0 ; d’d"+d”"d’=0

2. Fonctions holomorphes sur Q

2.1. Une fonction ucCY(Q) est dite holomorphe dans Q si d”u=0 dans Q. La
condition d”u=0 est dite condition de Cauchy (ou Cauchy— Riemann) ; elle équivaut
A du=du

L’ensemble des fonctions holomorphes sur 2 sera désigné par ¢(L).
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2.2. Proposition. — L’ensemble O(Q) est une C-algébre pour Paddition, la
multiplication des fonctions et la multiplication par les constantes complexes.
Si fcO(Q) et si, pour tout z€Q, f(2)#0, alors 1)f=F1cO(Q) ; si Q est con-
nexe et si f est a valeurs réelles ou si |f| est constante, alors f est constante.

DEMONSTRATION. — d” est C-linéaire et est une dérivation, i.e. si u, v€C1(Q), alors
d”(uv)y=vd"u+ud”v, d’olt la structure de C-algébre. Si, pour tout z€Q, f(z)>0,
1/f est continiiment différentiable et d”(1/f)=—f~2d"f=0. Si f est réelle, pour
tout k=1, ...,n, 0f/0x, et df/dy, sont réels ; la condition de Cauchy entraine :
of/ox, = —i(9f/0y,), donc df/ox,=0=9f/dy,, i.e. f est constante sur ’'ouvert con-
nexe Q. Si |f|=¢ constante, on a : f=0e"® avec d’f=0e"?id”0(z)=0,
donc 0 est holomorphe et réelle sur Q, alors, d’aprés ce qui précéde, 0 est constante
sur Q. O

2.3. Applications holomorphes

Soient Q, €’ deux ouverts de C” et C™ respectivement.

2.3.1. Une application g : Q—~Q" est dite holomorphe s’il existe m fonctions holo-
morphes g, ..., g, sur Q telles que :

Z' = g(2) = (g1(2), ..., gn(2))€Q".

2.3.2. Proposition. — Sifest une fonction holomorphe sur Q' et si g est une applica-
tion holomorphe : Q—~Q’, alors fog est une fonction holomorphe sur Q.

DEMONSTRATION. — On vérifie, & partir des définitions (1.1) et (1.2), que 9/dz, et
0/0z, satisfont aux régles des dérivations partielles ; alors

0/0z)(f(g(2)) = l; (3/"/322)(«9&/(’950le:Z1 0f1021)(02,/02) 5 k=1, ....n;

mais 9g,/0z,=0 et 9f/0z;=0 pour k=1, ...,n et I=1,...,m, donc d”( fog)=0,
i.e. fog est holomorphe sur 2. O

2.3.3. Corollaire. — La composée de deux applications holomorphes est holo-
morphe. O

2.3.4. Proposition. — Soient f; : C"XC"~C, j=1, ...,m des fonctions holo-
(w, 2)—f;(w, 2)

morphes dans un voisinage d’un point (w°, 7°) et telles que

2.1 [0, =0, j=1,..,m
: _3_ff_)"' o 0
2.2 dét [ ) e #°, 79 5 0.

Alors les équations f;(w, 2)=0, j=1, ..., m, ont une solution holomorphe unique
w(z), au voisinage de z, telle que w(z%)=w".
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DEMONSTRATION, — (2.2) équivaut & :
e () o
. 3]}] _ w, _ DUfiveoiifur Do 1)
# |dét [M = dét 0 (_r')f_,-] T D(Wpy ey Wy Wy, ey W)
aw,

En posant f;=u;+iv; ol u;, v; sont & valeurs réelles ; j=1,...,m, on trouve

ldet( ; )

ow,,

D(uy, 01y ooy Upyy )

# 0.
-D(-xls yls LA ] xm’ ym)

Le théoréme des fonctions implicites, en variables réelles, s’applique et on résoud
en w, alors w=w(z).
Les fonctions w,(z) sont holomorphes puisque f,(w z)=0, j=1, ..., m, au voisi-

moQ
nage de (w°, 2%, entraine df;= Y Ji —dw H‘_Z f’ d4,a0; (2.2) entraine que

k=1 OWy
dw, est une combinaison linéaire de dz;,, /=1, ..., n, 1e dw,=d’w,. O

2.3.5. Corollaive. — Une application holomorphe d’ouverts de C" a une applica-
tion réciproque holomorphe au voisinage de tout point oit le jacobien de Papplica-
tion ne s’annule pas. O

2.3.6. Remarque., — 2.3.4 est le théoréme des fonctions implicites holemcrphes. 2.3.5
implique qu’une application holomorphe & jacobien non nul est localement
biholomorphe.

3. Formule intégrale de Cauchy

3.1. On appelle polydisque D de C" centré en O le produit de n disques D;,
(j=1,...,n), de C centrés en O :

D=1[]D;={z=(z,...,2)EC", z;6D;, j=1, ..., n}.

j=1

Soit bD; le bord de D;, I'ensemble boD=[] bD; est appelé le bord distingué
Jj=1

de D ou la frontiére de Stiov de D ; les disques D ,; peuvent étre ouverts ou fermés.

Pour z=(zy, ..., z,)€C", on pose |z]=max {|z| ; l<k<n} ; | | est une norme
sur C".

On dira que r=(ry, ..., r)E(R% )" est le (poly-)rayon du polydisque D si r; est
le rayon du disque D;, j=1, ..

On dira que D est ouvert si chacun des disques D, est ouvert.

Le polydisque ouvert de rayon r, centré en z9=(z3, ..., z)) est donc 'ouvert

D(z%r) = {2€C"; |z;—32}l <rj, j=1,...,n}.
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Si ry=ry=...=r,, alors
D(z°; r) = {z€C"; |z—2° < 1y}
3.2. Théoréme. — Soient D un polydisque ouvert et u une fonction continue sur

D qui, dans D, est holomorphe par rapport & chaque z;€D; quand 7€ D, est fixé,
k=j, ke{l, ..., n}. Alors, pour tout z¢D, on a

1 (TR
3.1 u(z) = - a ... dZ,.
@D @ = Gy fow T ey B &
En outre, ucC=(D) et ucO(D).
DEMONSTRATION. — Fixons z€D,, k»#j ; alors si {{Z, ..., @, ...,Cf}péN est une
suite de points de || D, convergeant vers (zy, ..., 2i5 ...» 2,), a cause de la con-
k)

tinuité de # dans D, la suite de fonctions holomorphes en z;,

(V(Cf, (X3} Cj')_],a Zjs €f+17 sty Cyl:))peN

converge uniformément sur les compacts de D;, donc d’aprés 1.3. du chapitre 3,
(Z15 ... Zj5 ...» Z;) €St holomorphe sur D;.
Pour n=1, ona

(32 u(z) =g [ WG -2 d s

en effet, pour pEN, p=p, assez grand, z, appartient au disque ouvert D{

1 .
de méme centre que D, et de rayon r——. D’aprés 5.1 du chapitre 1, on
p

1
a : u(zl):_Z—ﬁz—'fbD(m u() (¢ —2)7 1 dL, ;5 le second membre est donc indépendant

de p pour p=p, et, la fonction u({,)({,—z)"! étant continue en {; sur D\ D,
en faisant tendre p vers linfini, on obtient (3.2).

Pour »n¢N* quelconque, (z, ..., 2,-1)¢DyX...XD,_;, la fonction de z,,
u(zy, ..., z,) est holomorphe sur D, et, d’aprés (3.2), on a :

1
u(Zh ] Zn) :m/bb u(z], cers Zy—1s Cn)(Cn‘—Zn)*l dcn

Alors u(zy, ..., zZ,_1,> {,) est holomorphe en z,_, sur D,_; pour

(219 cees Zy_gs Cn)EEIX“'XDn—ZXDn 5
d’aprés (3.2)

1
U(Zl, vees Zy—1, n) = %fbD u(219 cees Zy—9 Cn—l’ Cn)(é’n—l_zn—l)wl dzn—l 5

n-1

par récurrence sur n, on obtient

1 dcn ll(C PEREY) Cn) .
u(zy, -y 2,) = iy fb . fwl_l__d(:1 :

D,, {n_zn ' C]_Zl

pour z=(z, ..., z,)€D, la fonction ({;—z)7...((,—z) "u({, ..., {,) est continue
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sur le compact d’intégration b, D, alors, d’aprés le théoréme de Fubini, on a la rela-
tion (3.1).

Les dérivations partielles sous le signe somme dans (3.1) par rapport & z, ..., 2,
sont possibles indéfiniment, donc u est C™ sur D ; en particulier, d”# a un sens et
est nul puisque ({;—2z)71...({,—z,)"! est holomorphe en z=(z, ...,z,). O

3.3. Corollaire. — Si Q est un ouvert de C" et uc0(Q), alors u est C~ sur Q
et ses dérivées partielles sont holomorphes dans Q.

DEMONSTRATION. — Tout point z°¢ Q est centre d’un polydisque ouvert D d’adhé-
rence continue dans Q, alors, d’aprés 3.2, v est C~ dans D, donc dans Q. Les dé-
rivées partielles par rapport a z,...,z, s’obtiennent par dérivation sous le
signe somme dans (3.1) et sont holomorphes dans D car, pour tout multi-indice
V=(Vys «.0s VEN", ({4 —2) ... ({,—2,) " est holomorphe dans D. [

3.4. Lemme d’Osgood. — Si une fonction u, continue sur un ouvert Q de C", est
holomorphe par rapport a chacune des variables 7y, ..., z,, elle est holomorphe
sur .

DEMONSTRATION. —- Tout point z€ Q est centre d’un polydisque ouvert D, d’adhé-
rence contenue dans Q, donc u€ 0(Q) d’apres 3.2.

3.5. Plus généralement, I’hypothése de continuité de 3.4 est inutile (théoréme d’Har-
togs) ; nous ne démontrerons pas ce résultat.

4. Séries entieres convergentes

4.1. Séries formelles

Soient K un corps commutatif, X=(Xy, ..., X,) » indéterminées. On appelle
série formelle en X, & coefficients dans K, toute expression

SX) =Y ax-
laj=0
ou a=(o, ..., %, )EN" est un multi-indice, @,€K, X*=X7.. X% ; |o|=03+... +a,.

Soit T(X)= ) b, X* une autre série formelle. Sur Iensemble des séries
181=0
formelles & n indéterminées, on définit les lois de composition suivantes :

addition :
S(X)+T(X):IZ (a,+b,)X*;
0

laf=

multiplication par un scalaire 2€K :

MS(X)= Y (a)X*;
[a|=0
multiplication :
SX)-T(X)= Y  abX*P

lat+fl=peN
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Pour ces lois de composition, 'ensemble des séries formelles en X est une algébre
K[[X]]=K[[X:, ..., X,]]. On appelle ordre d’une série formelle, non nulle, le plus

petit entier k tel que Y, a,X*#0. Si S=0, on pose k=co.
la| =k

4.2. Familles sommables

Dans la suite du n° 4, K est R ou C et est fixé dans chaque définition et chaque
énoncé. Soit F un espace normé sur K ; il est muni, par la norme, d’une topologie
invariante par translation, entiérement définie par un systéme fondamental de
voisinages de 0, par exemple la famille des boules ouvertes B,=B(0, 1/n), de centre
0, de rayon 1/n ; n€N*,

4.2.1. Soit (x;);c; une famille d’éléments de E ; désignons par & ’ensemble des

parties finies de 7 ; pour toute JEZ, on considére la somme s;= ) x; et on dit
icld

que s; est une somme partielle finie de la famille (x;);c;. On dit que la famille (x;);¢;
est sommable et a pour somme s si, pour tout voisinage V' ¢ 0 dans E, il existe J, €%
telle que, pour toute Je&#, J,CJ, on ait s;€s+V. On poszra s= ZI X;.

ic
4.2.2. Théoréme. — Soient f: E~E’ une application linéaire continue d’espaces
novmés et (x,);c; une famille sommable de somme s dans E. Alors la famille
(f(x))icr est sommable dans E’ et a pour somme f(s).

DEMONSTRATION. — Pour tout voisinage V'’ de 0 dans E’, V=F-'(V'") est un voisi-
nage de O dans E ; dans les notations de 4.2.1, on a s;—s€V pour JDJ,, donc

SG)—feV’. O

4.2.3. Théoréme. — Soient (x;);c; et (y);c; deux familles sommables dans E, de
sommes respectives s et t, alors

(i) la famille (x;+y,);c; est sommable, de somme s+t ;

(ii) pour tout AcK, la famille (’x,);c; est sommable de somme Js.

DEMONSTRATION. — L’application E—E est linéaire continue, alors (ii) résulte de
X—>Ax

4.2.2. La famille (x;, y;);c; est sommable, de somme (s,¢) dans EXE, en effet,
W étant un voisinage de (0,0) dans EXZE, il existe un voisinage V' de O dans E
tel que VXV CW ; il existe donc deux parties finies J; et Jg de I telles que, pour
les parties finies J'DJ; et J">J,, onait s, —sEV et ;. —teV. Alors, pour toute
partie finie J de I contenant J,UJy, on a : (s5,2,)—(s, 1)eVXVCW. L’addi-
tion dans E étant continue, I'assertion (i) résulte de 4.2.2.

4.2.4. Théoréme. — Soit (x,);c; une famille sommable, de somme s, dans un espace
normé E. Alors

(C) pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe une partie finie J, de I telle que,
pour toute partie finie H de 1, disjointe de J,, on ait sy€V.

DEMONSTRATION. — Si 4, B sont deux parties de E, on pose A+B={x+y ; xcA;



SERIES ENTIERES CONVERGENTES 191

y€B} ; —A={—x ; x€A}. Soit 7" ensemble des voisinages de 0 dans E ; V€Y
étant donné, il existe Ue¥” tel que U+UcV (continuité ’addition) ; en outre
—U€¥" (continuité de la multiplication par —1) et W=U(—-U)€¥". On a
W=—W. Dans les notations de 4.2.1, soit J,€&F telle que, pour toute JEF
contenant J,, on ait s;€s+W ; alors, pour toute HeF telle que J,NH=0, on
a J=J,UHeF et JDJ,, donc sH:s,—s,neW—l—WcV. ]

4.2.5. On dit qu'une famille (x;);¢, de E satisfait au critére de Cauchy si elle satisfait
a la condition (C).

4.2,6. Théoréme. — Toute famille (x,);.; d’éléments d’un espace de Banach E
satisfaisant au critéve de Cauchy est sommable.

DEMONSTRATION. — Pour tout neN*, il existe J,£ % telle que, pour toute H,€F
disjointe de J,,, on ait sy, €B, ; posons s,=s; ; alors, pour tout couple (p, )€ (N*)?
ona:

Sp—8q = S1,\Jg TSI, >

JN\J, est disjoint de J, et J\J, est disjoint de J,, donc s,—s5,B,+B,C
cB(0,(1/p)+(1/g)) ; alors la suite (s,) est de Cauchy dans E complet et a une
limite 5. En faisant tendre g vers Iinfini, on trouve s5,—s¢B,+8,=2B8,, ie. la
famille (x;);¢; est sommable, de somme s.

4.2.7. Théoréme (commutativité). — Seient (x;);c; une famille sommable, de somme
s, dans un espace normé E et y : L1 une bijection, alors la famille (y);c;,
ol y,=Xxyu, est sommable de somme s.
DEMONSTRATION. — Dans les notations de 4.2.1, #3J5J, entraine Y x;€s+V ;
iy
alors, pour toute partie finie H de L telle que Hoy~1(J,), ona Y y,es+V. 0O
cH

4.2.8. Théoréme. — Dans un espace de Banach, toute sous-famille d’une famille
sommable est sommable.

DiEMONSTRATION. — Cette sous-famille satisfait au critére de Cauchy. O

4.3. Familles sommables de nombres positifs

4.3.1. Théoréeme. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
() la famille (x;);c;, (x;€R.) est sommable ;
(ii) Pensemble des sommes finies s, est majoré.

DEMONSTRATION. — (i)=(ii), évident ;
(ii)=(1) : I'ensemble des s; (JEF) posséde une borne supéricure s, somme de la
famille. [

4.3.2. Corollaire (principe de comparaison). — Soient (x));c;s (¥i)ic; deux familles
de réels positifs telles que, pour tout icl, x;<y;,. Alors, si la famille (y);c; est
sommable, de somme t, la famille (x,),; est sommable de somme s<t. [
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4.4, Familles absolument sommables

4.4.1. Dans un espace normé E, une famille (x;);c; est dite absolument sommable si
la famille de nombres réels positifs (||x;]);e; est sommable.

4.4.2. Théoréme. — Dans un espace de Banach E, toute famille (x));c; absolu-
ment sommable est sommable.

DEMONSTRATION. — F étant complet, d’aprés 4.2.6, il suffit de montrer que la
famille satisfait au critére de Cauchy (C). La famille (|| x;l{);c; étant sommable satis-
fait a (C), i.e. pour tout &=0, il existe J,&F telle que, pour toute HEeF dis-
jointe de J,, ;{ x| <e, alors, d’aprés I'inégalité triangulaire, |€ZH x{|<e. O

i i

4.4.3. Proposition. — Soit (x));c; une famille de nombres réels, alors les trois
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (x));c; est absolument sommable ;
(ii) (x);c; est sommable ;
(iii) Vensemble des valeurs absolues des sommes finies sy est majoré.

DEMONSTRATION. — (i)=(ii) : d’aprés 4.4.2,
(i)=(iii) : il existe J,€% telle que, pour toute J€F, J,cJ, on ait |s—s,j<1 ;
pour toute HEF, on a |sy,y —Su=< Y Ix|=b ;
icJy

sul = Isg—sl+1sl < ls—snus| +lsgus,—sal +Is] = 1+b+]s|.

(ii))=(i) : il existe c€R tel que, pour toute HEF, on ait sy€[--c,c] ; alors
la somme des x;=0 pour i€H appartient a [0, ¢] et la somme des x;=<O0, i€H
appartient a4 [—c, 0], donc la somme des |x;|, i€H appartient a [0, 2¢] ; d’aprés
4.3.1, (Ixi]);e; est sommable. []

4.4.4. Théoréme. — Dans tout espace normé E, de dimension finie, les deux pro-
Dpriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la famille (x);c, est sommable ;

(ii) la famille (x));.; est absolument sommable.

DEMONSTRATION. — FE est un espace normé sur K, de dimension finie, donc est
normé sur R, de dimension finie.
(11)=(i) D’aprés 4.4.2 car E est complet.
(i)=(ii) : FE est de dimension finie n sur R, donc c’est R" muni d'une norme
n
équivalente & [|x||= Y. |x?| ol x=(x%, ..., x")€R". D’aprés 4.4.3, a cause de (iii),
p=1
I’absolue sommabilité d’une famille, pour une norme donnée, subsiste pour une
norme équivalente ; alors il suffit d’établir I'assertion pour la norme ci-dessus.
La projection R*—-R définie par x—x7? est linéaire continue ; d’apres 4.2.2.
si la famille (x));¢; est sommable ; la famille (x?),., ; p€[l, ..., n], est sommable ;

d’aprés 4.4.3, (|xF|),c; est sommable, donc aussi (Z |x{’|)i€,:(||x,-|l),-€,, d’aprés

p=1
423. O
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4.5. Séries entiéres convergentes

4.5.1. Pour r=(ry,...,r,)E(R,)", on associe, a chaque séric formelle & »n indé-
terminées S(X)=) a,X?, la famille de nombres positifs

(4'1) (laalrz)azEN"'

On désigne par I' 'ensemble des points +c(R,)" tels que (4.1) soit sommable
I contient {0}. Pour tout z=(zy, ..., 2,)EC" tel que [z;|l<r; et r=(r, ..., r)Erl,
la famille (a,z*) est absolument sommable d’aprés 4.3.2, donc sommable d’aprés
444,

On appelle ensemble de convergence de S(X) l'ensemble 4 des points intérieurs
a I dans (R.)". On dit que S(X) est une série entiére convergente si A0.

4.5.2. Les notions de séries de fonctions d’une variable complexe, de convergence
simple, uniforme, normale (ch. 2, 0.1) s’étendent aux séries ci-dessus. Comme dans
le cas n=1, on établit:

4.5.3. Lemme d’Abel. — S’il existe M tel que |a,|r*<M et si r'<vr, alors la
série S(z)=), a,z* converge normalement pour |z|<r’.

4.5.4. Corollaire. — Si rcA, la série S(z) converge normalement pour |z|<r ;
si |zl¢ T, la série est divergente (i.e. non convergente).

4.6. Opérations sur les séries (entiéres) convergentes

4.6.1. Addition, multiplication

Soient S, et S, deux séries convergentes d'ensembles de convergence respectifs
A, et A,. Alors, les séries S,+S, et S,-S. sonl convergentes et leurs ensembles
de convergence contiennent A,(\A4,. Le produit de S, par un élément de K est une
série convergente d’ensemble de convergence A,. Démonstration comme pour les
séries convergentes a une variable. De sorte que [l'ensemble des séries convergente
constitue une K-algébre K{X}.

4.6.2. Dérivations partielles
Soit S=Y a,X* une série formelle, par définition,
OS/0X;) = ), o, X X7t X

(série des dérivées).
Alors la série (9S/0X;) a méme ensemble de convergence que la série S et, si |z]
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appartient a l'ensemble de convergence de S, on a (0S/0X;)(2)=(0/0z;)S(z). En
outre a,=(1/a!)(@*S/3z*)(0) avec a!=uo4!...a,!
Démonstration comme pour les séries convergentes a une variable.

4.6.3. 1l résulte de 4.6.2 que la somme d'une série convergente S(z) est une fonction
holomorphe pour |z| dans I’ensemble de convergence de S.

5. Applications de la formule de Cauchy

5.1. Développement d’une fonction holomorphe en série entiére ; inégalités de Cauchy

0

0z,
toute ucO(Q), pour tout <Q, ona:

91 3 a4,
5.1.1. Proposition. — Posons 8“:( ) [3_-) . Soit Q un ouvert de C", pour
Zn

6.1 P = 2 [t L 4

@ri)" T (G—z) (G z)

ot D est un polydisque ouvert contenant z et relativement compact dans Q.

DEMONSTRATION. Cela explicite la dérivation sur le signe somme décrite dans la
démonstration de 3.3. [

5.1.2. Théoréme. — Si u est holomorphe dans le polydisque ouvert D(w ; r)

et continue sur D(w ; r), u(z) est développable en série entiére convergente en
(z—w) dans D(w ; r) ; plus précisément

*u(w)

al

(5-2) u(z) =y, (z—w)*
ae N?

sur D(w ; r), la convergence étant normale sur tout D(w ;7) avec r’'<vr. La
formule (5.2) signifie que u(z) est égale a son développement de Taylor.

DEMONSTRATION. — Par le changement de variable z—w+~>z, U(z) étant la nouvelle
expression de #, on est ramené a démontrer

*U (0
Uiz)= ), ? '()z“.
a € N» o
La série
1 _ 1 ) 1 1 Zzi
G2z Gl (l_z_l] (l_ﬁ]‘cl...c,, &
&) -

converge normalement pour ({, z)€b,D(0, r)XD(0,#). Alors, aprés multiplica-
tion par U({, ...,{,), on peut intégrer terme a terme dans la formule intégrale de
Cauchy.
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Dr’autre part, d’aprés 5.1.1, on a

(5.3) 9*U(0) :Q—Zi,)—,,jbob U(Cys oo &) _[=]1 Gutdg .. dg,,. O

5.1.3. Inégalités de Cauchy

Si u est holomorphe et |u|<M dans le polydisque DO ; r), alors
[0*1(0)| < Ma!r=

DEMONSTRATION. -—— On considére (5.3) dans un polydisque D'=D(0 ; r’) con-
centrique a D, relativement compact dans D ; alors u est continue sur D’ et |u|<M
dg, [

_—— e_iakgk dgk M

sur D’. On a r’<r ; soit {y=rie% ; d{,=ire®db, ; ——=—
Ciett g

alors

==

3 1 ‘ —a, —1
U = G | [,y 4G Il G=dg ... d,

1 _ _
< e VM Q) T T
(277'_)" ( ) 1
L’inégalité étant valable pour tout r’<r, on a :

0°uO)) <alM-r=* O

5.2. Théoréme d’identité ; principe du module maximum

5.2.1. Théoréme d’identité, — Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un
ouvert connexe Q de C" ; alors 5’il existe un ouvert non vide U de Q tel que f|U=

=g|U, on a f=g.

5.2.2. Conséquence

Soient Uy, U, deux ouverts de Q tels que U, U,=0 ; f1€O(Uy), f,€ O(U,) égales
sur UyNU,, alors il existe une fonction unique fcO(U,JU,) telle que f|U,=f,

S1Ue=fy. O
Cette propriété est appelée principe du prolongement analytique.

5.2.3. Lemme. — Soient Q un ouvert connexe de C" et ucO(Q) telle qu’il existe
2,€Q avec 0*u(z,)=0, pour tout multi-indice o, alors u=0 sur Q.

DEMONSTRATION. — E={z€Q ; 0*u(z)=0, pour tout a} est un fermé de Q. Si
we E, il existe un polydisque ouvert, centré en w, d’adhérence contenue dans Q ;
d’aprés 5.1.2, u est nulle sur ce polydisque, donc E est ouvert ; z,6E, donc E#0 ;
comme 2 est connexe,ona : E=Q. [
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5.2.4. DEMONSTRATION DE 5.2.1. — Soit z,€U ; U étant ouvert, u=f—g a toutes
ses dérivées partielles (par rapport a x,, ¥, k=1, ..., n) nulles en z,, donc, en
particulier 0%u(z,)=0 pour tout o ; d’aprés 4.2.3, on a u=0 sur Q. O

5.2.5. Théoréme du module maximum. — Seoit Q un ouvert connexe de C", si fc0(Q)
et s’il existe wcQ tel que |f(2)|<|f(w)| pour tous les points 7 d’un voisinage
ouvert de w, alors f(z)=f(w) pour tout zcQ.

5.2.6. Lemme. — Pour tout polydisque D=D(w ; r)cCQ, on a : V(D) f(W)|<
<fD IfO1AV (), ou V(D) est le volume de D et dV Uélément de volume de C".

DEMONSTRATION. — La formule de Cauchy cntraine

(54) V(D) fw) = [ [ V()

pour n=1, (5.4) se déduit de la propriété de la moyenne pour €0, r]
1 an .
Sy = 5 [ " fov+0:€)d0

La formule (5.4) pour n quelconque s’en déduit par récurrence sur #. Alors

VOIS =[SV O|< [ 1/DIdV(©). O

5.2.7. DEMONSTRATION DE 5.2.5. — Soit D=D(w ; r) un polydisque ouvert tel
que, pour tout z€D, on ait | f(w)|—]| f(2)]=0. Alors

0 < [_(IfMI=1/ QN Q) =V (D)|fw)]

- [D LAOI AV () < 0, dapres 5.2.6 ;

SOFO.

D(w; r

il en résulte | f(w)|—|f(2)|=0 pour tout zeD ; d’aprés 2.2, f est constante sur
D, donc f(z)=f(w) et, d’aprés le théoréme d’identité (5.2.1), f est constante
sur Q. [

5.3. Lemme de Schwarz

5.3.1. D’aprés 5.1.2, toute fonction holomorphe dans un polydisque ouvert
D=D(w ; r) est égale & une série entiére en (z—w) normalement convergente sur
tout compact de D. Inversement, toute série enti¢re en (z—w) dans D, absolument
convergente sur D’=D(w ; r’), pour tout r’<r est une fonction holomorphe
dans D (4.6.3).

5.3.2. Lemme de Schwarz. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de
D©O;r);r=(ry....,r), dordre k en0 et telle que |f(z)|<M sur D(0;r). Alors,
ona

(5.5 |f ()| < M(z/r|*

sur 5(0 3F).
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DEMONSTRATION. — f(2)=p,(2)+... ; p#0. Pour z#0 fixé dans D(0 ; r) et
pour €C, |f|<r, on pose g(t)=t"*f(tz/|z|) ; alors g a le développement de
Taylor

g(0) = pe(2/|12)+ prra(z/lzD 1+ .. 5
par hypothése, on a f(¢z/|z|)< M, donc |g(t)|<Mr—* pour |t|=r ; alors, d’aprds
le théoréme du module maximum dans C (ch. 2, 3.4), on a |g(t)]<Mr=* pour
[t|<r ; en particulier, pour t=|z|, on a : |z| | f@I=lg@|<Mr* 0O

5.3.3. Remarque. — Dans les hypothéses de 3.5 du chapitre 2, on retrouve bien le
lemme de Schwarz & une variable.

5.4. Théoréme de Jensen. — Soit f une fonction holomorphe au voisinage de
D=D(0;r) dans C". Alors, si f(0)=0,log |f| est intégrable sur D et, dans les
notations de 5.2.6, on a :

(5.6) (VD)) [ log|f1dV = log|f(O)!-

DEMONSTRATION. — Cas n=1. | f|=(ff)Y? ; en dehors des zéros de f, on a
log | f1=(1/2)(log f+1logf) et d’d”log|f}{=0, donc log|f| est harmonique et
posséde la propriété de la moyenne (ch. 6, 4.5.2), alors, si /' n’a pas de zéro dans
Dona

(5.7 log |f(O)] = (127) [ " log | f(re®)| do.

La relation (5.7) reste valide si f'a des zéros sur {z€C, |z|=r}, en effet, soit re'®
un tel zéro supposé unique de multiplicité m, alors f(z)(z—re'%)™™ est sans zéro
sur D ; il suffit de montrer que log r=(1/2n) [ log |re'® —re'%| do, i.e.

2 o e _ [ 0 _ [T ; _
jo log ¢ —e °|d6_f0 log |e 1|d@_f0 log2sin xdx = 0,

par application du théoréme de Cauchy.
Les zéros de f dans D sont en nombre fini ; soient 4, ..., a, les zéros de f dans
D(0 ; g), o=<r, chacun étant répété un nombre de fois égal 4 sa multiplicité. Alors

14 2 -
0*—a;z
F(z) =f(z _d
(z2) =f( )jl;[l 0—a)
est sans zéro dans D et |F(z)|=|f(z)| sur |z|=g. D’aprés le début de la démonstra-
tion
P14 s
log [F(0)] = (1/2m) [ " log| f(0€™)| 6
d’ou

tog /(O = 3. 1og (-2 +(120) [ 1og |(ee) 4o,

la;|

en particulier, comme la;|<r, pour j=1,...,p, ona

(53) log |f(O)] = (1/2) [ " log| f(ce™)| do,
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et

nrlog |f(0)] = log lfO)| [ ede < [ Tog|f(OIdV(©);

D(w;r)

c’est la formule (5.6) pour n=1.
Cas n=2 : pour g,<r, on a, d’aprés (5.8),

log | f(O) = (1/27) [ " 1og | f(e,€™, 0, ..., 0)] 6.

log f(0,€,0,...,0) est fini pour presque tout 6, ; pour un tel 6,, on a
IOg If(glewla 0’ (] O)|<(]/27() f(2)7: IOg |f(Qleiols sz’io’, Oa ARRE] O)I d02 avec Qo=<T3,
d’ou, par récurrence sur n,

(9 arloglfO1 =[] [ 108 1@ v 01€™)] 06 .. d6,

pour g;<r;, j=1,...,n
En intégrant ensuite par rapport a gy, ..., ¢, les deux membres de (5.9) multi-

n
pliés par [] ¢;, on obtient

j=1

(510 V(D)loglfO) = [ ... [ j:"...f:"log 1f(01€, ..., 0, X

x 1 ¢;d0; ... d6, dg, ... de,.
j=1

Reste & montrer que log | f| est intégrable par rapport a dV, alors (5.10) entrainera
(5.6) par le théoréme de Fubini.

Soit L,=max (—m, log|f|), pour meN. Alors —m<L,, la fonction L,, est
mesurable et la fonction L, est intégrable par rapport a dV ; d’aprés le théoréme
de Fubini, f L, dV est lintégrale itérée. D’autre part log|f|<L, ; d’aprés
(5.9),0n a

(5.11) V(D)log]f(0)|<for‘...f:anHledOI...dO,,dQl...dQ,, = [L,dv.
1

La suite de fonctions L,, est décroissante, 'intégrale du second membre de (5.11)
est bornée inférieurement, enfin L, (z)\log | f(z)|, pour tout z¢ D, quand m—> +eo,
Alors, d’aprés le théoréme de la convergence monotone log | f| est intégrable par
rapport a dV et la formule (5.6) est établie. [

5.4.1. Corollaire, — Soient Q un ouvert connexe de C" et 02fc0O(Q). Alors Z(f)=
={z€Q ; f(2)=0} est de mesure de Lebesgue 2n-dimensionnelle nulle.

DEMONSTRATION. — On a Zﬁ)zﬂ, sinon f coinciderait avec la fonction 0 sur
un ouvert de Q et, d’aprés le théoréme d’identité (5.2.1), serait nulle sur Q. Alors
O\V est dense dans 2, donc il existe une suite (x,) de points de Q telle que f(x,)#0
et une suite (4,) de polydisques, ol 4, est centré en x,, telle que |J 4,=Q. D’aprés
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I'inégalité de Jensen, on a
[, log|f1d¥ =V (4,) log| f(x)] > —eo,

donc f ne s’annulle dans 4, sur aucun ensemble de mesure 2n-dimension-
nelle strictement positive, i.e. Z(f)N4, est de mesure nulle, donc aussi Z(f)=

:,Ql (Z(f)NA,). O

6. Introduction au probléeme du d”

On utilise, dans ce numéro, les notions de variété différentielle, de forme différen-
tielle et leurs propriétés définies et établies dans I’Appendice.

6.1. Formes différentielles sur un ouvert de C*

6.1.1. Soient (z,,...,z,) les coordonnées complexes de C". Alors toute forme
différentielle sur un ouvert Q de C" peut &tre exprimée a 1’aide des différentielles
dz;, dz;, compte tenu de dz;=dx;+idy; ; dz;=dx;—idy; ; x;,y;€R étant les
parties réelle et imaginaire de z;, j=1,...,n
Toute r-forme différentielle @ sur Q s’écrit o= )Y ¢@P? ou
ptg=r

PPl = Y Ohpnnt, 9z, A Adzy AdE AL A

Jreedp bl

@” 1 est dite de type (p,q) ; on dit aussi que @7 est une (p, g)-forme. On désigne
par & (Q), £7°9(Q) les C-espaces vectoriels et les @(2)-modules des formes différen-
tielles de degré r, resp. de type (p, g), de classe C™.

Une p-forme différentielle sur Q est dite holomorphe si elle est de type (p,0) et
si ses coefficients sont holomorphes.

6.1.2. Comme sur une surface de Riemann (ch. 6, 1.8.3), sur Q, a tout ouvert U, on
associe les C-espaces vectoriels &(U) des fonctions C= sur U, & (U) et &®2(U)
Avec les homomorphismes de restriction, cela définit Ies faisceaux &, &7, 677 respec-
tivement. On définit, de 1la méme facon, le faisceau Q° des p-formes différentielles
holomorphes et, pour p=0, le faiscean @ des fonctions holomorphes.
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6.1.3. Les opérateurs d’ et 47

Soit Y=Y a,dx,= Y a, dx, A...Adx, une r-forme différentielle de classe C*

sur Q, on rappelle que la différentielle extérieure dy de ¢ est la (r+1)-forme dif-
férentielle dy =Y da,Adx, ; comme en dimension n=1, on pose

0/0z; = (1/2)(0/0x;—i0/0y;) 5 0/0Z; = (1/2)(0/0x;+iD/dy;)
d'=i 0/0z;)dz; ; d*’:i(a/az,.)dz,., =1 .n

Pour toute forme différentielle ¢ sur Q, comme ci-dessus, on pose

&'y =Y dahdx,; d7y =Y d’a,\dx,.

On vérifie immédiatement que les propriétés (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) du Chapitre 1
sont valides pour les opérateurs d, d’, d”.
Une forme différentielle w telle que d”w=0 est dite d’-fermée.

6.1.4. Lemme. — Soit D un ouvert de C, pour toute 1-forme différentielle C*,
de type (0, 1), o=fdz, a support compact dans D, il existe une fonction g, C~
dans D telle que d”"g=w ; en outre, si f est C* ou holomorphe par rapport & des
paramétres en nombre fini, il en est de méme de g.

DEMONSTRATION. — La premiére assertion résulte de 5.3.3 du chapitre 1 ; la
seconde de la dérivabilité de g(z)=(2ni)—1f(C—z)—1f(C) d¢{Ad{, sous le signe
somme, par rapport aux paramétres dont dépend f. [

6.2, Théoréme (lemme du d”). — Soient D c<C" un polydisque, © une (p, q)-forme
difféventielle C* dans un voisinage ouvert de D. Alors, si q=1 etsi d"w=0, il
existe une (p, q—1)-forme différentielle n, C* dans D, telle que »=d"rn dans D.

DEMONSTRATION. — Soit v le plus petit entier tel que ’expression de @ fasse inter-
venir seulement les dz; pour j<v.

Si v=0, alors w=0, car g=1 et n=0 est une solution.

Supposons le théoréme établi pour v—1=0 et prouvons-le pour v. On a w=dz,A
Ao+ on o et  sont indépendantes de dzZ, ; mais

6.1) d"» = dz,\d"a+d" g = 0.

Posons d;;“=(3/az,,) dz, ; alors (6.1) entraine d;’ua:d;’uﬁ:O pour pu=v+1, ie.
les coefficients de « et de ff sont holomorphes en z, pour p=v+1.

Tout coefficient f de o est C~ en z, dans un voisinage ouvert D, de D,
est C*en z, ..., 2,_, et holomorphe en z,,4, ..., z, dans un voisinage ouvert de

D, x... ><l/3\v><...><5,,. Soit ¥, une fonction C* a support compact dans D/, dont la
restriction A un voisinage de D, est égale & 1 ; alors, pour zi, ..., 2,, ..., z, fixés,
Jfib, est C™ & support compact dans C et égale & f'sur D, ; d’aprés 6.1.4, il existe
une fonction g sur D, telle que d, g=fdz,, gétant C”en z,, ..., z, et holomorphe
en Z, 41, ..., Z, ; €nremplagant cﬁaque coefficient f de a par la fonction g correspon-
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dante, on obtient une forme différentielle y telle que d”y=dZ,Aa+dJ ou J fait
intervenir seulement dz,,...,dZ,_,. Soit p=w—d”y=—-6 ; ona d"¢=d"w—
—~d”d”y=0 et ¢ ne fait intervenir que dzZ,, ...,dz,_,, donc, d’aprés I’hypothése
de récurrence sur v, il existe Y, C™ de type (p,q—1) sur D, telle que ¢=d"y{ et
o=d"(y+y).

Pour v=n, obtient le théoréme. [J

6.3. Lemme du d” dans un polydisque ouvert. — Soient D un polydisque ounvert de
C" centré en 0 et w une (p, q)-forme différentielle, q=1, de classe C', d"-fermée
dans D ; alors, il existe une (p, q—1)-forme différenticlle, de classe C' sur D
telle que d"n=w dans D ; n est déterminée a Uaddition prés d’une forme d’-
Sfermée.

DEMONSTRATION. — Soit (D). une suite de polydisques tels que D’=D{X... XD;
ol D} est un disque de C, que, pour tout scN, DjcDj*! ; j=1,...,n et que
U D°*=D.

s

(a) g=1 : la démonstration de 2.5 du chapitre 2 se généralise immédiatement
en utilisant le développement de Taylor en série de polyndmes d’une fonction holo-
morphe dans D (5.1.2) et le théoréme de convergence d’une suite de fonctions
holomorphes qui sera établi au n® 7.

(b) g=2. On considére deux autres suites de polydisques (U®), (V*) emboités
centrés en O tels que D°’cUscUScVicPscD.

Dr’apres 6.2, pour tout s, il existe n,6I'(V?, &Y avec w|Vi=d"y, ;

Mo €T (V54 2971 avee @l s+1 = d”nl,,.

Alors d”(n,—n.,,)=0 sur V=,

Pour g¢=2, il existe y,€I'(US, 67977 tel que n,—n., ,=d"y, sur U ; y|D*
se prolonge en une forme C= sur V**' que l'on note encore y,. Alors n,,,=
=0 FAd7 YTV, 6791 ety =n, sur D* ; de plus, sur D**Y, d7n =
=d"n, ,=w|D**"

Par récurrence sur s€N, on a établi I'existence d’une suite (1), £ T (D*, £7-4-1)
telle que n,44|Df=n, et que d’y,=o|D%, donc il existe ncI'(D, &4 telle
que n|D'=n, et d"p=w sur D. 0O

6.4. Variétés analytiques complexes

6.4.1. On identifie C" & R* par le R-isomorphisme d’espaces vectoriels
1z = x40y (x5, )5 =1, .,

Soit X un espace topologique séparé, réunion dénombrable de compacts, muni
d’un atlas A dont les cartes (h, U) satisfont aux conditions suivantes :

1) h(U) est un ouvert de C" identifi¢ & R*™ par 1 ;

2) si (b, U), (W,U)eA et si UNU'#0, '’homéomorphisme k' oh~! est une
application biholomorphe (2.3) de I'ouvert A(UNU’) de C" sur Pouvert A (UNTU’)
de C".
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A est appelé un atlas analytique complexe, h une carte holomorphe ; deux tels
atlas sont dits équivalents si leur réunion est un atlas analytique complexe. X muni
d’une classe d’équivalence d’atlas analytiques complexes est appelé une variété analy-
tique complexe de dimension complexe n.

Pour tout g€ NU{e}, X est aussi une variété différentielle de classe C? lorsqu’on
1a munit de la classe d’équivalence d’atlas de classe C? contenant U (Appendice 1.4) ;
cette variété est dite la structure différentielle sous-jacente a la structure analytique
complexe de X.

6.4.2. On définit les applications holomorphes (ou applications analytiques ou mor-
phismes) de variétés analytiques complexes comme les applications différentiables
de variétés différentielles (Appendice 1.6), les cartes et les applications d’ouverts de
C" et de C™ étant holomorphes. On definit aussi la variété analytique complexe
produit de deux variétés analytiques complexes a 1’aide des produits d’une carte de
I'une et d’une carte de I'autre.

Alors les formes différentielles de degré r, resp. de type (p,q), les opérateurs
d, d’, d” définis d’abord sur des ouverts de C", sont définissables sur des ouverts de
cartes et invariants par changement de cartes holomorphes, donc ont un sens sur
une variété analytique complexe.

6.4.3. Sur une variété analytique complexe X on définit, de la méme fagon que sur
un ouvert de C", les faisceaux 0, & des fonctions holomorphes, resp. C* et les
faisceaux &", £74, Q7 des formes différentielles C* de degré r, resp. de type (p, q)
resp. holomorphes de degré p.

6.5. Théoréme de de Rham pour d”

6.5.1. Soit X une variété analytique complexe. On appelle groupe de d”-cohomologie
de type (p,q) de X le C-espace vectoriel quotient

H»(X, C) = Z»1(X, C)/B»%(X, C)
ot Z7(X, C) = Ker (c&”"’q(X)_ﬂ"_.(gp,q+1(X))
Br1(X,C) = Im (é'p"’_l (X)_d'.'_> é’p,q(X))‘

6.5.2. Lemme. — Sur une variété analytique complexe X, on a H'(X, £7°)=0,
pour r=1.

DEMONSTRATION. — Généralisation immédiate de la démonstration de 1.8.4 du
chapitre 6. [

6.5.3. Théoréme. — Dans les notations de 6.4.3 et de 6.5.1, sur une variété analy-
tique complexe X, pour tout (p, q)¢N?, il existe un isomorphisme canonique

H?1(X, C) =~ H(X, Q).
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DEMONSTRATION, — La suite de morphismes
(6.2) 0-rtogrodger1 L Lgra

oll / est I'inclusion, est exacte parce que les (p, 0)-formes d”-fermées sont les p-formes
holomorphes et & cause du Lemme du d” (6.2) ; c’est une résolution du faisceau Q7.
Alors, le Lemme 6.5.2 entraine que 'homomorphisme j (1.10) du théoréme de
de Rham abstrait (ch. 6, 1.8.2), pour la résolution (6.2), est un isomorphisme. O

7. Espace des fonctions holomorphes

Soient € un ouvert de C" et ¥ un ouvert relativement compact de  ; on désigne
par || |lpyy, la semi-norme w— f v [4] do,, ol do, est la mesure de Lebesgue de C”
et u une fonction do,-intégrable.

7.1. Théoréme. — Pour tout compact K de Q, pour tout voisinage V de K, rela-
tivement compact dans Q, pour tout multi-indice o, il existe une constante c, telle
que, pour tout uc@(Q), on ait

.1 sup 0°u(2)] = c.llullcr)-

DEMONSTRATION. — (a) Supposons que V est un polydisque, alors V=A4""1Xx4,
o1 A"~ est un polydisque de C"~?, avec les coordonnées (zy, ..., 2Z,_y) €t A4, un
disque de C avec la coordonnée z, ; on pose z’=(z, ..., z,_1). Pour n=1, c'est
un cas particulier du théoréme 1.2 du chapitre 3. Supposons la démonstration faite
pour n—1 ;posons a=(B,a,) ou BEN"! et a,6N. Soient A™~', resp. A, un
polydisque, resp. un disque, ouverts tels que KC A"~ XA, ; A" 'c A" 5 A,C A,.
On a
sup |0%u(z)| = sug |0%/0 22 9P u(2)| <
z€

z€K

< sup sup |0%/0z0%u(z)| < c,, sup [0%u(z"; z)lLra,
znGZ;Z'éz'"'l Z’GZ'"_I

d’aprés 1.2 du chapitre 3, mais

sup [07u(z’; z)|agay = sup [ 10%u(z’ ; z,)ldoy <
z7¢ Ah-1 z A,

= cpfA (fA"—l lu(z, > zn)l dG'n_l] do,,
d’aprés 'hypothése de récurrence,

= cpllu(z’ 5 zllLrcar-1x -
Donc sup 10*u(@)|<c, cpllu(@ 5 z)l prry-
z

(b) Soit ¥ un voisinage de K relativement compact dans €. Il existe un recouvre-
ment ouvert fini (V});c, de K par des polydisques bornés contenus dans V et un
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recouvrement ouvert de K par des polydisques (U)),¢; tel que, pour tout jeJ,
U,cV;. Alors U;NK est un compact de ¥; ; d’aprés (a), le théoréme est vérifié
pour le compact U;NK de ¥;, donc, I'ensemble J étant fini, pour le voisinage

V’=J V¥, de K et aussi pour V qui contient V’. O
J€y

7.2. Convergence d’une suite de fonctions holomorphes

7.2.1. Proposition. — Tout ouvert Q de C" posséde une suite exhaustive de com-
pacts.

DEMONSTRATION. — Mé&me démonstration que pour 2.1 du chapitre 3. [J

7.2.2. Théoréme. — Soit (u,) une suite de fonctions holomorphes sur Q qui con-
verge uniformément sur tout compact de Q, vers une fonction u, alors uc O(9).

DimonsTrATION. — Généralisation immédiate de la démonstration de 1.3 du
chapitre 3, compte tenu de 7.1, de la définition 2.1 des fonctions holomorphes
sur @ et de 7.2.1. O

7.2.3. Théoréme. — Soit (u,) une suite de fonctions holomorphes sur Q telle que
la suite (u,) soit uniformément bornée sur tout compact de £ ; alors, il existe
une sous-suite de (u,) qui converge uniformément sur tout compact de Q vers une
limite uc 0(Q).

DEMONSTRATION. — Le théoréme résulte de 7.1 et 7.2.1 suivant la démonstration
de 2.2 du chapitre 3. [0

7.3. Espace des fonctions holomorphes sur un ouvert 2 de C"

Comme pour n=1, O(Q) est muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact (ou topologie compacte), (ch. 3, 3.4).
7.2.2 entraine : 0(Q) est un espace de Fréchet.

7.2.3 entraine : dans O(Q), toute partie fermée bornée est compacte.

7.4. Cas des variétés analytiques complexes

Le théoréme 7.1 a un sens dans un ouvert de carte holomorphe d’une variété
analytique complexe X.

X étant, par définition (6.4.1), réunion dénombrable de compacts, 7.2.1 est valide
pour X. Alors les théorémes des nn® 7.2 et 7.3 sont valides pour X au lieu de Q.
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8. Singularités apparentes

8.1. Théoréme d’extension de Riemann

8.1.1. Dans la suite, on appellera domaine de C* tout ouvert connexe de C".

Soit 2 un domaine de C" ; une partie X de Q est dite mince si, pour tout z€Q,
il existe un polydisque D(z ; r)c 2 et une fonction holomorphe k& dans D(z ;r)
non nulle telle que XND(z ; r)CZ(M)={yeD(z ; r) ; h(y)=0} ; Z(h) est fermé
dans D(z ; r) et d’aprés 5.4.1, d’intérieur vide.

Y étant une partie de Q, une fonction f définie sur Q\Y est dite localement
bornée dans Q si, pour tout z€Q, il existe un polydisque D(z ; r)cQ tel que la
fonction f soit bornée sur Dy=D(z ; r)N(Q\Y) ; cela signifie : il existe une
constante A4=0 telle que |f(y)<A pour tout y€D,.

8.1.2. Théoréme. — Soient X un ensemble mince d’un domaine Q de C" et f une
Sonction holomorphe sur O\ X, localement bornée dans Q. Alors, il existe une
SJonction unique f holomorphe sur Q qui prolonge f.

Pour n=1, c’est 4.3.3 du chapitre 2. La démonstration utilise la notion et les
lemmes suivants :

8.1.3. Une fonction holomorphe A sur un ouvert U de C” est dite réguliére d’ordre
k en z, au point w=(wy, ...,w,) si la fonction de z,, hA(w, ..., w,_1, 2,), holo-
morphe en z,, a un zéro d’ordre k au point z,=w,.

8.14. Lemme. — Si hc O(U) et est d’'ordre k<o au point w (4.1), alors, aprés
un changement linéaive convenable de coordonnées dans C", la fonction h est
réguliére d’ordre k en z, au point w.

DEMONSTRATION. — Supposons w=0, ce qui est possible par changement d’origine
dans C*. On a h(z)= i h;(2) 5 l=0, on h; est un polyndme homogéne de degré j
en (zy,...,2z,). Soit ::k(al, ..., a,) tel que

8.1) h(a,, ..., a,) #0.

Alors, il existe un changement linéaire de coordonnées

n—1

Zj: ajcn+lzl blel; j: 1,...,”

dont le déterminant des coefficients est non nul. On a [({) =h(z(0)) =L () + L)+ ...
ou /; est un polynéme homogéne en {,, ...,{, de degré s. De plus

L@, ...,0,8)=Ch(ay, ..., a) () ;
la condition (8.1) montre que /({) est d’ordre k en {, au point w=0. [

8.1.5. Lemme. — Sihc O (D(w ; r)) est réguliére d’ordre k en z, au point w, alors il
existe D(w ; ) cc D(w ; r) tel que, pour tout @’ =(a,, ..., a,_YeDW 58,5 ...,0,-1)



206 FONCTIONS HOLOMORPHES DE PLUSIEURS VARIABLES

avec w=(Wy, ..., w,_,)y la fonction de z,, 1.(z)="h(ay, ..., a,_1, 7,) ait exacte-
ment k zéros, comptés avec leurs multiplicités, dans D(w, ; J,)-

DEMONSTRATION, — Aprés changement d’origine, on peut supposer w=0. Puisque
les zéros de la fonction holomorphe /y(z,) sont isolés, il existe 0<4,<r, tel que
ly(z,)#0 pour z,eD(0,8,) ; z,#0. On pose ! 1|n_f:s lh(z)|=e=0 ; h(z) étant

continue au voisinage du compact {0, ..., 0} x{|z,| =6}, de C", il existe des cons-
tantes 6;, (0<é;<r; ; j=1,...,n—1), telles que |h(z)—k(0, ...,0, z,)|<s¢, pour
|z;|<d;, j=1,...,n—1 ; |z,|]=0,. D’aprés le théoréme de Rouché (ch. 2, 6.3),
pour |a;|<d;, j=1, ..., n—1, les fonctions /,(z,) et [,(z,) ont le méme nombre de
zéros dans |z,|<d,, soit k. [

8.1.6. DEMONSTRATION DE 8.1.2. — 11 suffit de prouver 8.1.2 pour Q=D(w ; r),
X=Z(g), avec gc@(D(w ; r)) non nulle. Soit we€X ; on choisit les coordonnées
pour que g soit réguliére, d’un certain ordre k en z, au point w (lemme 8.1.4). D’aprés
8.1.5,1il existe D(w; o)cc D(w ; r) tel que, pour (zy, ..., z, )ED(W ;8"),8(z1,...,2,)
ait k zéros dans |z,—w,]<§, et ne s’annule pas sur |z,—w,|=J,. On considére

(8.2) F@=qpm)f L Gmz) (s s 2 G G,

dans D(w ; &) ; pour (,ebD(w, ; 3,), ((a—z,) Y f(21s ..or 2,-1,C), donc aussi f,
est holomorphe en (z,, ..., z,_,) dans D(w’ ; ), mais f est holomorphe en z,,
car d;’nf:O ; enfin f est continue dans D(w ; 8) ; d’aprés le lemme d’Osgood
(3.4), feo(D(w ; r)).

Pour z'=(z,,...,z,-,) fixé, f est holomorphe en z, dans |z,—w,|<d,, sauf
en un nombre fini de points d’aprés les propriétés de g, mais f est localement bornée
dans |z,—w,|<d,, alors, d’aprés le théoréme d’extension en une variable, (ch. 2,
4.3.3), /(z’ ; z,) a une extension qui ne peut étre que f(z’ ; z,) d’aprés le théoréme
d’identité en z, (ch. 2, 2.1.2) ; si f, était un autre prolongement de f, fi—f serait
nulle sur Pouvert non vide D(w ; S\X, donc nulle sur D(w ; 6) d’aprés le
théoréme d’identité (5.2.1). [

8.1.7. Corollaire. — Si X est une partie mince d’un domaine U de C", alors UNX
est connexe.

DEMONSTRATION. — Supposons UNX non connexe, alors UN X est non connexe,
donc ON\X=0,UQ, ot Q,, Q, sont deux ouverts non vides, disjoints, de U ;
la fonction fsur UNX définie par f|Q,=1 et f|Q,=2 est holomorphe ; mais
U=(U\X)=0,UQ, ; U étant connexe, les fermés Q,, Q, de U ont une inter-
section non vide qui rencontre X ; soit x¢ XN &,N&,, la fonction f est localement
bornée et n’est pas prolongeable en x, ce qui contredit 8.1.2. O

8.1.8. Soit B une partie d’'un domaine 2 de C" et fEO(Q\B), on dira que B est
une singularité de f ; s’il existe une fonction fe@(Q) telle que f|Q\B=/, on dit
que fest une extension de £ Q et, si f est unique, que B est une singularité apparente
de f. Le théoréme 8.1.2 affirme que f€O(Q\X) a une extension unique a 0, i.e.
que X est une singularité apparente de f.
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8.2, Théorémes d’extension pour n=2

8.2.1. Théoréme, — Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage connexe U
du bord de D(0;r) dans C'. Alors, pour n=2, il existe une unique fonction
holomorphe f dans D0 ;r) qui prolonge f.

C’est un cas particulier d’un théoréme de Hartogs. Le domaine de définition U
de f présente un trou ; le théoréme signifie que le domaine de définition de f peut
étre étendu en bouchant ce trou.

DEMONSTRATION. — On a bD(0 ; r)cU ; pour z&D(0 ; r), soit
fz) = (]/2ni)f1wl:r W—2,)" (21, <os Zyoy, W) AW 5

cette intégrale a un sens parce que f(zy, ..., Z,_1, W) est définie pour |z|<r, ;
k=1, ...,n—1 et \w|=r,, car bD( ; r)=D(0 ; r'yXbD( : r))+..., ouD(0;r")
est le polydisque de centre O et de rayon #'=(ry, ..., #,_1) ; en outre, f est holo-
morphe en z, pour |z,| voisin de r, ; f est holomorphe en (z,, ..., z, 1) pour z,
fixé et elle est holomorphe en z,, dans D(0 ; r,) pour z, ..., z,; fixés ; en outre,
elle est continue dans D(0 ; r), donc, d’aprés, 3.4, f est holomorphe dans D(0 ; r).

Si (z;,...,2,_1) est fixé, de sorte que |z| soit assez voisin de r,, pour
k=1, ...,n—1, le disque fermé |z,|<r, est contenu dans U, alors, d’aprés la for-
mule de Cauchy en z,, f et f coincident pour |z,|<r,—¢& avec &>0 assez petit,
donc sur un ouvert de UND(0 ; r) qui est connexe ; d’aprés le théoréme d’iden-
tité, f est unique et prolonge a4 D(0 ; r). [
8.2.2. Corollaire. — Pour n=2, toute singularité isolée d’une fonction holo-
morphe de n variables est apparente. [

8.2.3. Théoréme. — On considére les deux ouverts de C?
A) |zl <=r;5 |2]<e; O0<e<rn
A) rm—e=<|zl=<r; |z <r.

Soit f une fonction continue dans A=A,\JA,, holomorphe en z,, resp. z,, dans
Ay, resp. A,. Alors, f se prolonge en une fonction holomorphe fdans le polydisque
DO ;r), avec z=(z1, 2) 5 r=(ry, r»)-

On appelle parfois le domaine 4 de C? une marmite de Hartogs, & cause de sa
forme dans 'espace R? des points (zy, |z,]). Le théoréme signifie que le domaine
de définition de f peut étre étendu & la marmite remplie.

DfMONSTRATION. — Soient §,, 6,€ R tels que
n—e<0,<r
e =<0y =<r,.

Pour |z,]<e, la fonction f(z;,z,) est holomorphe dans le disque |z|<r ;
d’aprés la formule de Cauchy en z,,

(8.3) Az, z) = (]/2ni)f|C1i=5; =207 (G, 2 dG pour  [zy] < 6.
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Pour r,—e<|{,|<r,, la fonction f({;,z,) est holomorphe en z, dans le disque
|zg| <r, ; d’aprés la formule de Cauchy en z,,

3.4 SC,2) = (I/Zni)f];,]=a, ((e—2)7 (64, ()AL, pour |zp] < 6,.
D’autre part,

J(z, 2 = (1@2riy®) [ (=207 (Ga—2) " s, L) dEy AE,

est une fonction holomorphe dans D(0 ; 8) qui, d’aprés (8.3) et (8.4) est égale
a f dans louvert [z]<d, ; |zs]<e, donc, d’aprés le théoréme d’identité,
sur 4. [

]Cl|=5l ‘/‘]cz|=6:

8.2.4. Théoréme. — Soient g,, g, deux fonctions holomorphes dans le poly-
disque D(w ; r) telles que g, soit réguliére en z, et g, réguliére en z,_, au
pointw ; V={zcD(w; r); g,(2)=g,(2)=0}. Sifest holomorphe dans D(w ; r)\V,
alors il existe une unique fonction f holomorphe au voisinage de w et telle que
f(2) :f(z) sur Pouvert ou elles sont toutes deux définies.

DEMONSTRATION. — Du lemme 8.1.5 résulte : il existe un polydisque ouvert
D(w ; 8ycD(w ; 1y tel que g1(2)=0 pour z€D(wy ; )X ... X D(W,_y ;3 8,_1)X
XbD(w, ; §,) et que gy(2)#0 pour zEDW, ; 6)X...XDW,_y ; 8,-9)X
XbD(W,_1 ; 6,_1)XD(w, ; ,). D’ou

Vﬂ{ZED(W 5 5) 5 |Zn_wnl = 5;1 ou |Zn—1_wn—1| = 5;1—1} =0 5

alors la fonction f(zy, ..., Z,_s, {n_1, {,) €st définie pour (zy, ..., z,_2)€D,_,(w; )=
=D(W1;51)X...XD(W,,_2;5"_2) 5 |Cn—l_wn—1’=5n—1 5 |Cn_ nl:5n' La fonction
fy o z)=

mip) [ s Gamr— ) @G T

Xf(le cves Zpegs Cn—la Cn) an—] dzn
est holomorphe sur D(w; ).
Si (214 eies Zyezs Ly 1)ED, _o(w; ) XbD(W,_1;9,_1), la fonction de z,

fzys o5 249,841, 2,) est holomorphe dans D(w,;d,), continue jusqu’au bord et
satisfait 4

(8.5)
f(219 ey Zp—2 Cn—l, Zn) = (1/2751').['2 =6 (Zn_Cn)_lf(Zl’ <ees Zp—25 bn-1s Cn) an'

Si (zy, ..., 2,_5,2,) sont fixés avec |z,—w,| assez voisin de J,, la fonction
S(zys o5 Zy_9, 415 2,) est holomorphe en {,_, dans D(w,_,;d,_;) et continue
jusqu’au bord, alors

(86) f(Z) = (1/27U)f (Cn—I—Zn—l)_‘lf(zla <oy Zp—as Cn—lv Zn) dcn—l

1= Wnoal=6,_,
pour [z—w,| assez voisin de J,,.
A Taide de (8.5) et (8.6), on trouve f(z)=f(z) dans D(w;d) pour |z,—w,|
assez voisin de §,. Par le théoréme d’identité, on a f(z)=f(z) sur le domaine com-
mun de définition. J



8 ETUDE LOCALE DES FONCTIONS
ET DES ENSEMBLES ANALYTIQUES

Une grande partie des résultats exposés est valide pour les fonctions analytiques
réelles ou complexes, c’est-a-dire pour les fonctions développables en série entiére
convergente au voisinage de tout point d’un ouvert de K" (avec K=R ou C). L’étude
étant locale, Cest, en fait, celle de I'anneau 0, des séries entiéres convergentes au
voisinage d’un point a de K". Il y a une analogie profonde avec I’étude de I’anneau
des polyndmes, I'outil technique étant le théoréme de préparation de Weierstrass
qui, pour des coordonnées convenables, permet d’écrire un élément de @,, au pro-
duit prés par un élément de @, sans zéro, comme un polynéme en I'une des variables,
a coefficients analytiques en les (n—1) autres variables. Ainsi @, est noethérien,
factoriel et, pour K=C, on a un théoréme des zéros de Hilbert. L’étude locale
des ensembles analytiques (définis localement comme ensembles des zéros communs
a2 un nombre fini de fonctions analytiques) est intimement liée 3 celle des idéaux de
0, : cela permet, d’une part, la définition de la dimension p d’un ensemble analytique,
d’autre part, celle de ses points singuliers, en dehors desquels, I'ensemble est
localement isomorphe a un ouvert de K?. Dans le cas complexe, un ensemble analytique
de dimension p apparait alors, localement, comme un revétement ramifié d’un
ouvert de CP. Des résultats élémentaires d’algébre commutative sont rappelés, sans
démonstration, au moment de leur utilisation.

0. Introduction : fonctions analytiques

On a vu (ch. 7, 5.1.2) que toute fonction holomorphe dans un ouvert U de C” est,
au voisinage de chaque point z, de U, développable en série entiére convergente en
(z—2) (et réciproquement (ch. 7, 4.6.3)) ; on dit qu'une fonction : U~C possé-
dant cette derniére propriété est analytique complexe ; les fonctions holomorphes
coincident donc avec les fonctions analytiques complexes. On appelle fonction
analytigue réelle sur un ouvert V de R® toute fonction développable en série
entiére convergente en (x—Xx,) au voisinage de tout point x,€V. Dans les deux
cas, au voisinage de tout point de leur ouvert de définition, les fonctions analytiques
coincident donc avec les éléments de K{X}, K=R ou C. Autrement dit, I’étude
jocale des fonctions analytiques est celle des séries convergentes.
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1. Théoréme de division ; théoréme de préparation de Weierstrass

1.1. Théoréme de division

1.1.1. K désigne R ou C ; en fait, 'énoncé et la démonstration sont valides pour
un corps valué complet non discret. On désigne par w(h) Uordre (ch. 7, 4.1) d’une
série entiére h & une variable et par K{X} I'algébre des séries entiéres convergentes en
Pindéterminée X =(Xy, ..., X,), & coefficients dans K (ch. 7, 4.6.1). On appelle unité
de K{X} tout ¢lément inversible.

1.1.2. Théoréme. — Soient gc K{X} telle que g(0, ..., 0, X,) =0 et p =w(g(0, | X X,,)).
Alors, pour toute fcK{X}, il existe q,rcK{X} déterminés de facon unique,
r étant un polynéme en X, de K{X,, ..., X,_1} [X,], de degré strictement inférieur
a p, tels que f=gq+vr.

DEMONSTRATION. — La démonstration qui suit est due a H. Grauert et R. Rem-
mert (1966).

gzz g, (X, ..., X,_ )X, avec g,(0)=0 pour v<p, g,(0)#0. On divise g par
une ungté de K{Xi, ..., X,_1}, ce qui ne change pas I’énoncé, de maniére & avoir
g,(X1, ..., X,—1)=1. D’autre part g= Y a,X* ; g étant convergente, il existe
0>0 tel que ) |a,]o!* <eo. e

Soit B=2A, . ={pcK{X} ; o=Y X" ; Ylalt..gr=w} ; o—lol=

......

=Y el ta... 7= est une norme sur le K-espace vectoriel 4 qui, muni de cette norme,
est une K-algébre de Banach, car [joy| <] ol |¥]l.

Soient 17,=...=71,_,=0<g et 1,=1<p, alors |gll<M;8 pour v<p ou M,
est une constante indépendante de 6 et de T | Z &(X1s s X)) XN < MyrPtt

ol M, est une constante indépendante de § et de . On a
lg—X2l = llg—g,(X1s s Xy ) XPN < pM O+ MyePt?
et, pour tout &€]0, I[, on peut choisir 7<g, d=05(1r)<g tels que

pM, 6+ MytP*! < erP,
don [|g—X7|<ser”
Si pcB=B; . ;.. on écrit p=a(p)XP+b(p) ol a(p), b(p)cAB, b(p) étant
un polyndéme en X de degré <p ; a(p) et b(¢p) sont bien déterminés. Alors

lel = lla(@)l =" +1b(o)l.
On considére Pendomorphisme (ou application K-linéaire)
A:RB~R
@ —a(p)g+b(e).

On a ||4dp—o|=la(e)(g—XD)|<¢ella(p)|"<e|¢l. Donc, I étant I'identité de
%, Tendomorphisme B=A—1I estcontinuet |B|<e<1 ;ilenrésulte que A=1+B,
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obtenu en perturbant I par I’addition de B, est inversible, i.e. il existe Y €4 bien
déterminé tel que (1.1) o=AY=a()g+b{).

Soit feK{X}, choisissons & et 7 tels que f€4, alors il existe €A tel que
S=Ah=a(h)g+b(h)=gg+r avec g=a(h) et r=>b(h), polynébme de degré =p
en X, ; g et r sont déterminés de facon unique. [J

1.2. Théoréme de préparation de Weierstrass

1.2.1. Deux éléments de K{X} sont dits (multiplicativement) équivalents si I'un est
le produit de I'autre par une unité. Posons X '=(X,, ..., X,_,).
Soit ¢ ’homomorphisme de K-algébre :

K{X} -~ K{X}
u(Xy, ..., X)) —u(0, ..., 0, X,).

Tout polyndme h€ K{X’}[X,] unitaire, de degré p en X,, tel que o(h)=X? est
appelé un polynéme distingué de degré p.
1.2.2. Théoréme. — Soit gcK{X} tel que p=w (g(0, ...,0, X)), alors il existe
un polynéome distingué de degré p équivalent a g.
DEMONSTRATION. — Appliquons 1.1.2a f=X?, on a XP=gq+r, ie. gg=X"—r ;
reste & montrer que ¢ est inversible et que ¢(r)=0. On a o(gg)=0(g) - o{q)=
=XI—o(r) ; comme le degré de r en X, est strictement inférieur 4 p, ona : X/—
—o(r)=0, donc ¢(g)=0 ; mais w(e(g))=p par hypothése ; d’aprés une propriété
évidente de Pordre d’une série entiére, on a :

w(e(®@-e(@) = o(e@)+o(e@)=r;
d’autre part,

p st g(r)=0;
p st o(r)#0,

donc ¢(r)=0 et w(o(g))=0, i.e. g est inversible. [

o(e()- (@) = o(xg —e()| _

2. Algebres analytiques ; noethérianité

2.1. Une algébre analytique sur K est une K-algébre A4 isomorphe & K{X}/2 ou
A est un idéal de type fini de K{X} (i.e. 4 nombre fini de générateurs).

K{X} est un anneau local d’idéal maximal .#(Xy, ..., X,) engendré par
Xis ...s X, 3 Aest donc aussi un anneau local d’idéal maximal #=#(X,, ..., X,)/U
et K est le corps résiduel de K{X} et de A.
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2.2, Rappels d’algébre

2.2.1. Soit R un anneau commutatif, on dit qu'un R-module M est noethérien s’il
satisfait & 1'une des conditions équivalentes suivantes, dans lesquelles Y, désigne
I’ensemble des R-sous-modules de M :

(a) toute suite croissante de Y. (ordonné par Iinclusion) est stationnaire ;

(b) toute partie non vide de ), a un élément maximal ;

(c) tout élément de ). est de type fini (i.e. est engendré par un nombre fini d’élé-

ments de M).

Un anneau R est dit noethérien si c’est un R-module noethérien ; (ses sous-modules

sont ses idéaux).

2.2.2. On utilise les propriétés suivantes des modules et des anneaux noethériens :
(a) tout sous-module et tout module quotient d’un module noethérien est noethé-
rien ;
(b) tout module de type fini sur un anneau noethérien est noethérien.
2.3. Théoréme. — Les algébres analytiques sur K sont des anneaux noethériens.

2.3.1. Lemme. — Soient gc K{X} tel que g(0,...,0,X,)=0 et X' =(X;, ..., X,_1),
alors B=K{X}/(g) est un K{X’}-module de type fini.

DEMONSTRATION. — Soit w(g(0, ..., 0, X,))=p ; d’aprés le théoréme de division
1.1, B est un K{X’}-module de type fini ayant pour base (I, X,, ..., X?™!) ou X,
désigne la classe de X, modulo (g). O

2.3.2. DEMONSTRATION DE 2.3. Soit 4 une algébre analytique, alors, dans les nota-
tions de 2.1, A=K{X}/A ; d’aprés 2.2.2 (a), pour établir que A est noecthérien, il
suffit de prouver que K{X}=K{X,, ..., X,} est noethérien, ce que I’on va faire par
récurrence sur 7.

Pour n=0, K{#}=K est noethérien.

Soit n=1 et supposons que K{X’} soit noethérien. Soient 4><(0) un idéal
de K{X} et 0z=g¢és. D’aprés 8.1.4 du chapitre 7, aprés un K-automorphisme
éventuel de K{X}, on peut supposer g(0, ..., 0, X,)=0. D’aprés 2.3.1, le K{X'}-
module B est noethérien, donc I'idéal &’=8/(g) de B est le K{X’}-sous-module
engendré par un nombre fini de générateurs i, ..., %, ou #, (I=1,...,q) estla
classe modulo (g) d’un élément u, de ¢ ; alors u,, ..., u,, g engendrent I'idéal 4,
donc & est de type fini et K{X} est noethérien. [

2.3.3. Remarque. — Compte-tenu de 2.3, la condition d’étre de type fini imposée 2
I'idéal A de K{X} dans la définition d'une algébre analytique (2.1) est satisfaite
par tout idéal de K{X}.
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3. Factorialité de K{X}

3.1. Anneau factoriel

3.1.1. Un anneau intégre (ou d’intégrité) est un anneau commutatif unitaire sans
diviseurs de zéros.

3.1.2. Un anneau A est dit factoriel s'1l est intégre et si tout élément de A est égal a
un produit de facteurs irréductibles, la factorisation étant unique a P'ordre prés et
au produit prés par une unité, i.e. un ¢lément inversible de A.

3.2. Théoréme. — L’anneau K{X} est factoriel.

La démonstration repose sur les trois lemmes suivants dans lesquels on pose :
R=K{X'} et A=K{X}=R{X,}.

3.2.1 Lemme. — Si g est un polynéome distingué de R [X,], si fcR|[X,] est uni-
taire et si f divise g, alors f est distingué.

DEMONSTRATION. — Si g est un polyndéme de degré p, on note : dgg=p. Soit
g=/h ; si dgg=p, dgf=q, ¢ étant ’homomorphisme de 1.2.1,on a g(g)=
=o(f)-o(=X}, dou ¢(f)=X7, donc fest distingué. O

3.2.2. Lemme. — Si g est un polynéme distingué de R |X,] et si fcR|[X,], alors
Uidentité du théoréme 1.1.2 est Pidentité de division euclidienne dans R [X,].

DiMONSTRATION. — L’identité de division euclidienne existe dans R[X,] puisque g
est unitaire, alors elle est réalisée dans A ou elle coincide avec celle de 1.1.2 a cause de
Tunicité. 0O

3.2.3. Lemme. — Si deux polynémes distingués f et g de R [X,] sont équivalents
dans A, ils sont égaux.

DEMONSTRATION. — f=gg ol g est une unité de A4, mais, d’aprés 3.2.2, g€ R[X,]
et g 1€R[X,] ; comme /et g sont unitaires, on a : g=1. [

3.2.4. DEMONSTRATION DE 3.2, Par récurrence sur n ; le théoréme est vérifié pour
n=0. On suppose le théoréme établi pour n—1, i.e. que R est factoriel. Soit f€A4 ;
aprés un éventuel K-automorphisme de A4 (ch. 7, 8.1.4), 1 est équivalent & un poly-
néme distingué /* appartenant a R[X,] (1.2.2), i.e. f=uf™ ol u est une unité de A.
D’aprés un résultat dans les anneaux de polyndmes on sait que, R étant factoriel,
R[X,] est factoriel. Soit f*.../* la factorisation (unique) de /* en facteurs irréduc-
tibles et unitaires dans R[X,], alors u f*.../* est une factorisation de f dans 4
et, d’aprés 3.2.1, les polynémes f* (I=1,...,r) sont distingués. Chaque f*
(I=1, ..., r) est irréductible dans A4, sinon f*=g;g, ol g;,g,€A et ne sont pas
des unités, mais g; (j=1,2) est équivalent 2 un polyndéme distingué g7 (j=1,2),
donc f*=gyg; dans R[X,], d’aprés 3.2.3, ce qui contredit Iirréductibilité de f;*
dans R[X,].
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Soit h,...h; une décomposition de f en facteurs irréductibles dans A et soit hf
(!=1,...,s) un polyndme distingué de R[X,] équivalent & h; dans A, alors A} est
irréductible dans R[X,] sans quoi A, ne serait pas irréductible dans 4 et f*=hy.. h¥,
d’aprés 3.2.3, donc s=r et il existe une permutation o de {1, ..., r} telle que A=
= o'*(l)'

Finalement, tout f€ 4 a une factorisation unique dans A, a l'ordre prés et aux
facteurs unité prés. O

4. Germes de fonctions et d’ensembles analytiques en un point

4.1. Germes de fonctions analytiques

Soit D un ouvert de K” ; pour tout ouvert U de D, on désigne par O(U) la K-al-
gébre des fonctions analytiques sur U. Soient a un point de D, U;, U, deux ouverts
de D contenant a, on dit que deux fonctions analytiques f,€0(U)), j=1, 2, sont
liées par la relation &£, s’il existe un voisinage ouvert W de a dans D, contenu dans
U,NU, tel que fi|lW=/IW ; % est une relation d’équivalence dans la K-algébre
des fonctions analytiques au voisinage de a dans D, compatible avec les lois de
composition ; I'algébre quotient par # est appelée 'algébre des germes de fonctions
analytiques en a, est notée 0, et, d’aprés 0, est isomorphe 3 K{X}=K{X}, ..., X} ;
on notera également ,0 cette derniére algébre.

4.2. Ensembles analytiques ; germes d’ensembles analytiques

4.2.1. Un ensemble analytique A d’un ouvert D de K" est une partic 4 de
D telle qwx, pour tout point a€D, il existe un voisinage ouvert U de a
dans D et d:s fonctions analytiques dans U, en nombre fini fi, ..., f, telles que
ANU={xU ; fi(x)=0; ...; f,(x)=0}. On voit que A4 est fermé dans D.

4.2.2. Soit D ; considérons les ensembles analytiques définis au voisinage de a
et contena 1t ¢ : deux tels ensembles analytiques sont dits liés par la relation %’
s’ils coinci.Jent sur un voisinage ouvert de a dans D ; #’ est une relation d’équiva-
lence ; toute classe pour #’ est appelée un germe (d’ensemble) analytique en a.
Tout enserible analytique S d'un voisinage U de a et contenant a définit un germe
d’ensemble analytique S, en a.

4.2.3. Soit S, un germe analytique en a ; tout représentant S de S, est défini sur
un voisinage ouvert U de a dans D. L’ensemble des fonctions analytiques sur U qui
s’annulent sur S est un idéal I(U) de 0(U) qui définit un idéal I, de @, par passage
aux germes (4.1) ; la réunion des I, quand S varic dans S, est un idéal I=I(S,),
ses éléments sont appelés les germes de fonctions analytiques qui s’annulent sur S,.
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Si S, et S’ sont deux germes analytiques en a, alors les conditions

S, 8, et I(S,) 2 I(Sy)
sont équivalentes.
On dit que S, est irréductible il n’est pas réunion de deux germes distincts de S,.

4.2.4. Proposition. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) S, est irréductible ;
(ii) I=1I(S,) est premier.

DEMONSTRATION. — non (i)=non (i) : S, réductible signifie : S,=S'US? ou
S et S% sont distincts de S, ; il existe f; nul sur S% et non nul sur §7 avec (i, j)=(1, 2),
i#j ; alors f,-f; s’annule sur S, et ni f;, ni f; ne s’annulent sur .S,, donc I n’est pas
premier.

non (ii)=>non (i) : il existe f;, /€0, tels que f;-fo€l, /141 et f,¢d1. Soit V' un
voisinage ouvert de a sur lequel S,, f;, f» ont des représentants S, fi, fo. Soient
S1=SN{x€V, fi(x)=0} et S:=SN{xeV, fo(x)=0}. Alors S,=S*US? ; S* et
S? sont distincts de S,. O

4.2.5. Proposition. — Tout germe analytique S, en aCD est réunion de germes
analytiques irréductibles S,, (v=1, ..., k) dont aucun n’est contenu dans la réunion
des autres. Cette décomposition est unique a Uordre preés.

DEMONSTRATION. — @), étant noéthérien, toute suite strictement croissante d’idéaux
de 0, est finie (2.2.1 (a)) ; alors toute suite strictement décroissante de germes analy-
tiques est finie ; comme toute composante irréductible d’un germe analytique réduc-
tible est strictement contenue dedans, le nombre de composantes irréductibles de S,
est fini ; on vérifie I'unicité immédiatement. [

4.2.6. Les germes S,, de 4.2.5 sont appelés les composantes irréductibles de S,,.

5. Propriétés des algébres analytiques

5.1. Soit I un idéal de ,0 tel que {0}=I=,0. Soient x,,...,x, les coordonnées
de K" et ,0 le sous-anneau de ,0 formé des germes indépendants de x,41, --.; X,.

L’anneau ,0 étant noethérien, I a un nombre fini de générateurs f;, ..., f,
dont des représentants fj,...,f, sont des fonctions analytiques définies sur
un ouvert U de K" contenant 0 ; ces fonctions définissent un ensemble analytique
S={xcU ; f,(x)=0; ...;fq(x)z()} de U, le germe S, étant bien déterminé ; on
posera S;=S(I) ; alors ICI(S,). On considére 'algébre analytique A=,0/I et
I’homomorphisme # : ,0—,0~A. Soient hy, ..., h,€,0, on désignera par (hy, ..., h)
Iidéal de ,0 engendré par hy, ..., h;.

s

5.1.1. Proposition. — Aprés un changement de coordonnées linéaire convenable
dans K", il existe un entier pc|0, ..., n—1} tel que Phomomorphisme 1 : ,0—~A
ci-dessus soit injectif et munisse A d’une structure de ,0-module de type fini.

On verra (7) que ’entier p est déterminé par I quand I est premier.
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DEMONSTRATION. — Soit f€1, f0; alors, aprés une éventuelle transformation linéaire
de coordonnées dans K", on obtient f(0; x,)Z0 (ch. 7, 8.1.4). Cette derniére condi-
tion est inchangée par transformation linéaire dans K"~! (coordonnées x;, ..., X,_1).
D’aprés le théoréme de préparation de Weierstrass (1.2.2), il existe une unité » de
40 et un polynéme P, distingué en x, tels que f=ulP, ; alors P€L

Si I,_,=IN,_,0={0}, on prend p=n—1 ; sinon, soit 0x=f,_€I,_, ; on
opére alors sur f,_; comme ci-dessus sur f, i.e. f,_y=u;-B,_, ol u, est une unité
de ,_,0 et P,_; un polynéme distingué en x,_;.

Aprés un nombre fini de pas, on arrive & un entier p tel que 7,=I,0={0} et
tel que, pour r=p, il existe un polynéme P€,_,0[x,] avec Pl =IN,0 ; p est
entier cherché ; en effet I,={0} entraine que # : ,0—~A est injectif car on a le
diagramme commutatif suivant ou toutes les suites sont exactes :

0 0

| |

0} =,0NI~1
} '
0,0 ~ ,0
’

Ol

}

0.

Si g, est le degré du polynéme P, on a :

4.1
P=xr+ 3% a(x,....x,_)x avec a,(0)=0
0

et, d’aprés le théoréme de division par B, on a successivement, pour tout g€,0,

q9,~1

8= ZO ﬁ(x19 [EXEY xn—l)x,‘: (mOd})n) 5

1=

4, ,—1
.f;lv(xla sy xn—2)xr‘|l—l (mOd I)n—l) 5
]

u=

de sorte que
g= Y fulx1, oo x)xp5 . x5 (mod (Bysq, .-os B))

ay<qy
avec
o= (0ys1,..,%) € j=p+1, ..., 0
Donc les images de xjp...x;» (¢;<g;, j=p+1, ..., n) par la projection ,0—~A4
engendrent 4 comme ,0-module. [

5.1.2. Corollaire. — Si I est un idéal premier de 0 ; M le corps des fractions de

o0 L celui de A=,0/I ; alors, pour un choix comme ci-dessus des coordonnées

(x5 ..x,), on a L=M(x,.1, ..., X,) ont X, désigne la classe de x, modulo I.
En effet A=,0/I=,0[Xp41, ..., %,]. O
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5.2. Rappels d’algébre

5.2.1, Théordme de I’élément primitif, — Soit M un corps de caractéristique 0 et
L=M(u,, ..., u,) une extension algébrique finie de M, alors, pour tout enscmble
infini ScM, il existe des éléments ¢y, ...,c,6S tels que L=M({) avec

(=2 ciu. O
i=1

5.2.2. Théoréme. — Supposons M et L comme dans 5.2.1 ; en outre supposons
que M est le corps des fractions d’un anneau factoriel R et, A étant la cloture
intégrale de R dans L, qu’il existe (€A tel que L=M({).

Soit P le polynéme minimal de { sur M, (alors PCR[X] parce que R est factoriel)
et soit P’ le polynome dérivé de P, alors, pour tout acA, il existe QcR[X] de
degré <dg P tel que «P'())=0(). O

5.3. Cas oul’idéal I est premier

Si f¢,0, on désigne par f la classe de /f modulo 1.

5.3.1. Proposition. — Dans les notations de 5.1.1, si M est le corps des fractions
de ,0 et L celui de A, pour un choix convenable des coordonnées dans K", on a :
L=M(x,.,) et, pour tout r>p, le polynéme minimal P, de x, sur M est dans
01X, est distingué et P,(x,)cl.

D’aprés 5.1.2, on a L=M(X,,,, ..., X,), pour un choix convenable de coordon-
nées ; L est une extension finie de M, i.e. est un espace vectoriel sur M de dimen-
sion finie d’aprés 5.1.1, donc L est une extension algébrique finie de M ; d’aprés

le théoréme de I'élément primitif (5.2.1), 1] existe 1;€K tel que y,.1= Y A,x; soit
j=p+1

linéairement indépendant de x,, ..., x, et que L=M(¥,,,). On fait un changement
lin€aire de coordonnées pour prendre y,.; comme nouvel x,.,;.De plus A=,0/I est
un ,0-module de type fini (5.1.1) donc, pour tout f€,0, ,0[f] est de type fini, alors il

m—1

existe un polynéme Q (X)=X"+ Y b, (x1, ..., x,) X €,0[X] tel que Q (f)=0;
0

choisissons Q; de degré minimum ; alors la condition f(0)=0 entraine que Q; estdis-
m—1

tingué, en effet s’il existe p tel que b,(0)=0, alors X™+ Y b,(0)X*® posséde en

0

Xy, un zéro d’ordre /<m et, d’aprés le théoréme de préparation (1.2.2), on a

Q;(X)=uQ(X) ol u est une unité et @ un polyndme distingué de degré I, alors

Q(f)=0 et Q, n’est pas de degré minimum, contradiction. Appliquons ce résultat

aux fonctions coordonnées x,,, ..., X, quis’annulent en O et désignons par E le

polynéme Q, ; par construction P(X,)=0 donc R(x)cl. O
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6. Structure locale d’un ensemble analytique

6.1. Dans tout le §6, I est un idéal premier de ,0 et les coordonnées sont choisies

pour que 5.3.1 s’applique. Soient g le degré F,,, et J le discriminant du polynéme

P, (ie. & est le résultant des polyndmes, en x,., Fpi1 €t OB, 11 0X,41). Alors

pour g=2, 650 dans ,0 puisque P,,, est le polyndme minimal de Xx,,; sur ,0 ;
041 puisque I,=IM,0={0}, d’aprés le choix de p.

6.2, Lemme. — Pour tout fc,0, il existe un polynéme R, C,0[X] tel que of—
—R,(x,.1)¢1, en particulier, il existe des polynomes Q. ,0[X] tels que, pour
r=p+1, on ait
0x,— Q. (x, D€L
DEMONSTRATION. — Pour r=p-1, prendre Q,.=0dx,.;.
Dans la suite de la démonstration on suppose r=p+1.

4 est 1a clture intégrale de ,0 dans L d’aprés 5.3.1 ; d’aprés 5.2.2 appliqué a la
situation de 5.3.1, il existe Q€,0[X]

(6~1) f'Pp’+1('>?p+l) = Q(')_Cp+l)

ou Iz;,+1:af;;+1/axp+1 et dgQ=q.

Le discriminant & appartient a I'idéal engendré par F,,, et P/, ,, donc il existe
u, v€,0[X] de degré minimal tels que 5:uP‘,+1+va’+1 ; mais F,,,€l, donc
5:012'“(21,“) ; alors, en multipliant les deux membres de (6.1) par », on ob-

tient :
(62) 5 ~vQ(Ty41) = 0
en posant vQ=R,, (6.2) entraine

Of —Ry(xp+1)€1 5
en outre dgRy<g—1+dgv. 0O

6.3. Théoréme de structure

6.3.1. Théoréme. — Soit I un idéal premier de .0, Sy=S,(I) le germe en 0 qu’il
définit. Soient P,, r>p et 6x,—Q,(x,.,) comme dans 5.3 et 6.2. Alors, il existe
un systéme fondamental de voisinages U=U’"XU” de 0, oit U" et U” sont des
ouverts de K” et de K"—” respectivement, tel que :

les fonctions P, et ox,—Q,(x,.,) soient analytiques sur U ;

S, soit induit par un ensemble analytique S dans U satisfaisant aux conditions
suivantes, dans lesquelles x'=(x,, ..., x,) :

(a) SNUN{xeU; 6(x) =0} = {xcU; d(x) #0; P,y (x'5 x,41) =05 ox,—
_Qr(xp+1) = 0; r >p+2};
(b) Si x€U XK"P etsi P, (x';%,.)=0; 0x,—Q,(x,41) =0; 5(x") #0,

alors xcU.
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6.3.2. Remarque. — Si K=C et si I est un idéal premier de ,0, I(S,)=I, d’aprés
le théoréme des zéros de Hilbert (ci-dessous, 9) ; alors I premier équivaut a S,
irréductible (4.2.4). Le théoréme 6.3.1 décrit donc tout germe analytique irréductible
en 0 de C".

6.3.3. DEMONSTRATION DE 6.3.1. — Soit F=¥V'XV” un voisinage de 0 dans
K?XK"? dans lequel les fonctions, en nombre fini, qui figurent dans I’énoncé sont
analytiques. Soient f;,...,f, des fonctions analytiques sur V supposé assez petit,
telles que SNV={xcV ; fi(x)=0, i=1, ..., m}, les germes définis par les f; en O
étant un systéme de générateurs de I.

Comme dans la démonstration de 5.1.1, on trouve des f; ,€,0 ; a=(0ty11; ..., %) ;
u;<g; tels que
Y fuaX) xR X (mod(Pyyqs ..y B)).

otj<qj

fi

Soit N=g¢,.,...q, ; dans 6"f;, substituons Q, & dx, pour r=p+2, alors

5Nf;' = R’i(xp'l-l) (mOd(Pp+1, ey Pn, 5xp+2_Qp+23 ety 5xn_Qn))

ol R;€,0[X].

On va systématiquement utiliser la division par le polynéme unitaire F,,,€,0[X].

(») Par division de R] par F,,,, on obtient

5Nfl: = Ri(xp+1) (mOd (I)p+17 i I)n 5 5xp+2_Qp+23 cers 5xn— Qn))

ou dgR; <g-—1.
Mais fi€I et, d’aprés 5.3.1, Rl pour r=p+1,...,n ; daprés 6.2, dx,—Q,€I
pour r=p+2,...,n, alors R(x,,,)€l. Or F,,, est le polyndme minimal de X,.,
sur ,0 et dg R;<=dgF,,;, donc R;=0, alors
(63) 5Nﬁ =0 (mOd(Pp+1’ cres Bu 5xp+2_Qp+2’ AR 5xn—Qn))'

(B) Pour tout r=p+2, on a B¢c,0[x,] ; P est défini dans V' XK""?, Dans
6% P, on remplace 6x, par Q,(mod (6x,—Q,)) ; alors

0% P = A;(x,41) (mod (6x,—Q,)) ou A/€,0[X].

Par division de 4, par F,;,, on a :
3% P, = A,(xp41) (mod (P,.q,6x,—Q,)) sur V'XK"? avec dgd, <dgP,;;

mais 4,(x,,,)€1 et, comme dans («), & cause du degré en x,.;, ona A4,(X,:,)=0
au voisinage de 0, donc dans ¥V’ xXK"?, d’ol

6.4) 6% P, =0 (mod(B,41, 0x,—Q,)) sur V' XK""2

Cela entraine la propriété suivante : si 6(x")#0, la condition P, (x";x,.)=
=0x,—Q,=0 implique B (x’; x,)=0 ; puisque P, est distingué, toutes ses racines
en x,, pour x =0, sont nulles ; alors, d’aprés le théoréme de continuité des racines,
cela entraine que, quel que soit le voisinage ¥ ” de 0 dans K"~?, dés que V'’ est assez
petit, toute solution de B,,,(x"; x,4+,)=0=0x,—Q,, pour r=p+2 se trouve dans
V' XV7”, ce qui prouve l'assertion (b) du théoréme.
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(y) Les relations (6.3) et (6.4) entrainent qu’il existe un entier M tel que

(65) 6Mﬁ =0 (mOd (Pp+17 5xp+2_Qp+2’ cees 5xn_Qn))'

Choisissons UcV, U=U’"XU” tel que (b) du théoréme soit valide et que toutes
les congruences ci-dessus (qui sont en nombre fini) soient représentées par des rela-
tions linéaires a coefficients analytiques dans U, ce qui est possible pour U assez
petit, alors, par définition de S, on a :

SNUN{xeU; 8(x)# 0} = {xcU; 6(x) = 0; fi(x) =...=f,(x) = 0}.
D’aprés (6.5), cet ensemble est
{xcU; 6(x)# 03 Py (5" 3 X,41) = 0; 0%, —Q,(x,41) =0, r=p+2},

ce qui prouve (a) du théoréme. 0O

7. Points singuliers et dimension d’un ensemble analytique

7.1. Soit S un ensemble analytique d’un ouvert € de K". Un point a€S est dit
point régulier de S, de dimension p, s’il existe un voisinage U de a dans Q tel que
SNU soit une sous-variété analytique de dimension p de U, c’est-a-dire 1’ensemble
des zéros communs a (n—p) fonctions coordonnées d’un systéme de coordonnées
analytiques convenables sur U supposé assez petit. Un point a€ S est dit singulier
s’il n’est pas régulier.

La définition donnée ci-dessus d’une sous-variété W au voisinage de a dans K" et
passant par a est équivalente & la suivante : il existe (n—p) germes f, i1, ..., €0,
tels que, dans un voisinage U de a, on ait W={x€U ; f;(x)=0 ; i=p+1, ...,n} et
(dfp+1)as ---» (d1,), linéairement indépendants ; on a confondu, ici, les germes f;
en a et des représentants de ces germes dans U supposé assez petit.

7.2. Proposition. — Soit S un ensemble analytique dans un ouvert Q de K", avec
0¢S. On suppose S, irréductible (i.e. I=1(S,) est un idéal premier dans ,,(9:(90).
On choisit les coordonnées dans K" pour que la Proposition 5.3.1 soit valide.
Alors, il existe un systéme fondamental de voisinages U=U"xXU” ; U'CK®? ;
U'CK" %, de0 tel que, si Il : SONU—~ U’ désigne la restriction,a SN\U, de la
premiére projection, Papplication II soit propre et toute fibre I17'(x") ; x'cU’,
soit un ensemble fini de points.

DEMONSTRATION. ~—— On choisit un voisinage V={xeK" ; |x|]<g} de O tel que les
polynémes PB(x";x,) de la proposition 5.3.1 aient leurs coefficients analytiques
dans V et s’annulent sur SNV. Puisque les P sont distingués (cf. () de la dé-
monstration de 6.3.1, il existe ¢=>0 tel que |x’|<o et PB(x";x,)=0 entrainent

@ . - Lo . R .
|x,|<3, d’aprés le théoréme de continuité des racines d’un polynéme. Alors si

U={x€K? ; |x'|<c} ; U’={x"€K"? ; |x"|<g}, on a [N (U)cUX
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X{x”eK"“’ ; ]x”|<%} , donc II est propre. De plus si x€IT~'(x’), alors
P(x’; x,)=0, donc x, prend seulement un nombre fini de valeurs pour r=p+1, ..., n,
d’ou la seconde assertion. [J

7.3. Proposition. — Soient S, un germe analytique irréductible, I'idéal premier
I=1I(S,), U un voisinage de 0 appartenant au systéme fondamental de voisinages
décrit dans 6.3.1 et S un ensemble analytique de U induisant S,. Alors, tout point
xcSNU tel que 6(x’)#0 est un point régulier de S, de dimension p et le jacobien
de la projection Il a le rang p en x.

DEMONSTRATION. — Puisque 8(x")#0 et F,,,(x)=0 au point x, on a
(a-l)p+l/axp+1)(x) # 0.
Alors, d’aprés 6.3.1, S est défini, au voisinage de x, par le syst¢éme d’équations
Poy(X 5 Xp41) =05 %, =071 (X)) 0 (X" 5 Xp10) 5 7= p+2,

qui posséde la propriété que dF,,, et d(x,—d 1 (x")Q,) soient K-linéairement
indépendants au point x ; d’aprés 7.1, x est un point régulier de dimension p de S.
De plus IT : (Xp, ..oy Xpu Xpirs .oos X )—>(xy, ..., X,) satisfait a la derniére asser-
tion. [

7.4. Proposition. — L’entier p de 5.3.1 relatif a lUidéal I=I1(S,) ou S, est ir-
réductible est le plus grand entier m tel que S, étant induit par un ensemble analy-
tique S, tout voisinage de a contienne des points réguliers de dimension m de S.

Cela caractérise p et montre qu’il est indépendant du procédé de calcul.

DEMONSTRATION. — Si f: X—7 est une application analytique réelle de variétés
analytiques réelles telle que, pour tout yéf(x), la fibre f~1(y) soit discréte, alors
on a dim X<dim Y ; pour le vérifier, appliquer le théoréme du rang, corollaire
du théoréme des fonctions implicites, en un point ou f est de rang maximum. Alors
7.3 entraine la conclusion. O

7.5. Définitions. — La dimension d’'un germe analytique irréductible S, en acK”
est Pentier p de la Proposition 5.1.1. La dimension d’un germe analytique arbitraire
S, est le maximum des dimensions des composantes irréductibles §, , de S,.
La dimension d'un ensemble analytique S d’un ouvert Q de K" est max dim S, ou
S, est le germe défini par S en a.
Dans le cas des points réguliers, cette définition coincide avec celle qui est donnée
en 7.1.

7.6. Exercice
Soit S un ensemble analytique d’un ouvert Q de K". Soit acS et dim S,=p.

Alors tout voisinage de a contient des points réguliers de S, de dimension p. En
particulier, I'ensemble des points réguliers de S est dense dans S.
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7.7. Proposition. — L’ensemble des points singuliers d’un ensemble analytique S,
de dimension p dans un ouvert Q de K", est contenu dans un ensemble analytique
de dimension p—1.

DEMONSTRATION. — Cela résulte des définitions et de 7.3. OO

8. Cas des ensembles analytiques complexes (K=C)

8.1. Soit I un idéal premier de ,0 ; on choisit les coordonnées pour que 5.3.1, 7.2 et
6.3.1 soient valides. Soient U=U"xXU” ; II : SNU—-U’, comme dans 7.2. et
So(I) le germe d’ensemble analytique défini par I en 0.

8.2. Proposition. — Dans les hypothéses de 8.1, on a : (SN U)=U".

DIEMONSTRATION. — [T étant propre, Im IT est fermée dans U’ ; il suffit de prouver
que II(SNU) est dense dans U’. Pour x’cU’ tel que 8(x")=0, le polyndme
B, (x"; x,41) & un zéro complexe x,.;. Soit

X = (x, s Xp+1s 5(x/)-1Qp+2(xp+l)5 ey 6(‘x,)_1Qn(xp+l)) 5

6.1.3 entraine xcSNU et I(x)=x". Donc II(SNU) contient I'ensemble
{x'eU’ ; 6(x)==0} ; il suffit de montrer que ce dernier ensemble est dense. Cela
résulte de

8.2.1. Lemme. — Soient 2 un ouvert connexe de C" et A une partie fermée de Q
qui est localement contenue dans un ensemble analytique propre (i.e. différent
d’un ouvert de Q), alors O\ A est dense dans Q.

DEMONSTRATION. — 11 suffit de prouver le résultat localement, et de supposer que
A est un ensemble analytique de €, distinct de Q ; alors il existe f€ @(Q) telle que
AcCZ(f) ensemble des zéros de f; Z(f) est d’intérieur vide d’aprés le principe du
prolongement analytique. [

8.3. Proposition. — Dans les notations ci-dessus, II|SN{xcU ; §(x")=0} est un
revétement.

D{MONSTRATION. — Pour des coordonnées choisies comme ci-dessus, il existe un
systéme fondamental de voisinages {U,} de O tel que I(SNU,) soit un voisinage
de 0 dans CP, d’aprés 8.2 ; pour X" tel que 6(x")#0, P, (X, x,,,) posséde g racines
distinctes situées dans U). 0O

8.4. On dit que H|SNU est un revétement ramifié de U’.
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9. Théoréme des zéros de Hilbert, (K=C)

11 s’agit de la généralisation a ,0 du théoréme des zéros de Hilbert pour les poly-
ndmes.

9.1. Lemme. — Dans les notations du n° 5, pour tout fc, 0, il existe g€ O\I et
he @ tels que gf—hel quand I est premier.

DEMONSTRATION, — C’est trivial si f€1.
Si f¢1, A=,0/I étant un ,0-module de type fini, il existe un polynéme unitaire,
a coefficients dans ,0 qui est annulé par f

©.1) i g a,(x')]" = 0.

Comme I est premier et f¢7, on peut supposer, dans (9.1), que f n’est pas en
facteur au premier membre, alors a,(x")=0 et

m—1

fLm+ ; a,(x) "]+ a(x)el. O

9.2. Lemme. — Soient fc,0, I un idéal premier de ,O ; si U=U’"XU"” comme
en 0.3 et assez petit et si, pour tout x'cU’ tel que 5(x)=0, il existe xcSNU
avec II(x)=x" et f(x)=0, alors fcI.

DEMONSTRATION. — Supposons f4 I, d’aprés 9.1, il existe g§ I tel que gf=h (mod 1)
avec h€,0. Alors h=0 car I est premier, donc h¢I car ,0NI={0} et, pour
tout x assez voisin de O, appartenant a S et tel que §(x")=0, et que f(x)=0, on a
h(x)=f(x)-g(x)=0, alors x’ décrit un ouvert de C?, donc A=0 (comme I’élément
de ,0), en particulier h&l, contradiction. O

9.3. Soit U un idéal de ,0, par définition, le radical de A est
rad ¥ = {f€,0; ImeN*; fmeA}.

9.4. Théoréme des zéros. — Soient WU un idéal de O et Sy=S(N) ; alors I1(Sy)=
=rad A.

DEMONSTRATION. — (a) Si U est premier, alors tout représentant de f€1(S,) s’an-
nule sur SNUN{x'€U’ ; §(x")0} pour U=U’"XU"” voisinage ouvert assez petit
de 0 et S, ensemble analytique de U induisant S, en 0. D’aprés 9.2, on a f&¢, donc
I(Sg)=W=rad A, car A est premier.

(b) Si U est primaire (i.e. rad A est premier) ; alors S(W)=S(rad A) entraine
I(§y)=rad A d’apres (a).

{c) Si A est arbitraire {0}, pulsque 0 est noethérien, d’aprés le theoreme de
décomposition de Noether ona : A= ﬂl q,, 9, primaire ; alors S()= U S(q,)

et, d’aprés (b),
k k
I(S(W) =N I(S(q,)) = N radg, =rad A. 3
v=1 v=1
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1. Variétés différentielles

1.1. Cartes

Sur un espace topologique X, une carfe h de X est un homéomorphisme d'un
ouvert U de X sur un ouvert de R" pour un certain entier naturel n. L’ouvert U
est le domaine de la carte h ; on dit que c’est un ouvert de carte. On désigne parfois
la carte h par le couple (h, U).

Si V est un ouvert de X contenu dans U, alors A|V est une carte de domaine V.

1.2. Cartes compatibles

On dit qu’une application f analytique réelle d’un ouvert de R" dans un ouvert
de R™ est de classe C® ; f est alors de classe C*.

a) Deux cartes h et &’ de X, de méme domaine U sont dites compatibles si les deux
homéomorphismes réciproques : Koh=! . h(U)—-h'(U)

holW' =t : W(U)—~h(U) sont de classe C? pour
geNU {0} U {w}, au sens des applications d’un ouvert d’un espace. numérique
dans un autre.

b) Si g=1 etsinet n” sont des entiers associés aux cartes & et A, comme la dé-
rivée D(W oh=%)(x) pour xch(U) est une bijection linéaire : R">R"”, on a
n=n'.

Si g=0, on a aussi n=n" d’aprés le théoréme de Brouwer.

¢) Deux cartes (h, U) et (h’, U’) sont dites compatibles si

oubien UNU’'=0;
ou bien si AJUNU’ et W|UNU’ sont compatibles au sens de a).

1.3. Atlas

Un atlas de X, de classe C4, est un ensemble de cartes deux a deux compatibles,
dont les domaines constituent un recouvrement ouvert de X.

Deux atlas de classe C? sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe
C? ; on vérifie que la compatibilité est une relation d’équivalence dans ’ensemble
des atlas de classe C? de X.
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1.4. Variété différentielle

On appelle variété différentielle de classe C? un espace topologique séparé, ré-
union dénombrable de compacts, muni d’une classe d’équivalence d’atlas de classe C.

1.5. Pour tout x€X, il existe une carte (h, U) de X avec xcU ; h : U-R" ;
d’aprés 1.2b, 'entier n ne dépend que de x, c’est la dimension de X en x ; il est clair
que 7 est fixe sur chacune des composantes connexes de X ; n est appelé la dimension
de la composante connexe. Une variété différentielle, dont toutes les composantes
connexes sont de dimension #n, sera dite de dimension n.

Une variété différenticlle de classe C est dite analytique réelle.

1.6. Applications différentiables

Soient X et Y deux variétés différentielles de classe C% Une application f : X—~Y
est dite p-fois continfiment différentiable ou (de classe) C? (pENU{~}U{w} ; p<q)
si elle est continue et vérifie la condition suivante : pour tout couple de
cartes (h, U), (k, V) de X et de Y respectivement tel que f(U)CV, lapplication
ko(f|U)oh=t : h(U)—~k(V') est de classe C? en tant qu’application d’un ouvert de
R” dans un ouvert de R".

En particulier R (ou C) muni de sa structure R-vectorielle est une variété dif-
férentielle de toute classe et toute application C? : X—~R (resp. X—C) est appelée
une fonction (de classe) C? sur X.

1.7. Partition C? de ’unité sur une variété différentielle

La définition et le théoréme d’existence sont les mémes que sur un ouvert de R2

1.8. Coordonnées locales

Soit (h, U) une carte d’une variété différentielle X de classe C4, alors k est une
application C?:

U-hU)cR"
X = h(x) = (x(x), ..., X, (X))

ol x; : U-R (j=1,...,n) est une fonction C? sur U ; les fonctions x, ..., X,
x—x;(x)
sont appelées les coordonnées de X sur U définies par la carte (h, U).
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2. Différentielle en un point

2.1. Une carte (h, U) de X telle que x€U est dite une carte de X en x.

En un point x d’une variété X de classe C? (g=1), on considére I"ensemble &,
des fonctions C! définies au voisinage de x dans X, i.e. pour toute fE%,, il existe
un voisinage V de x dans X tel que f soit C! sur V & valeurs dans C.

Soient f, g€ %,, alors il existe un voisinage ouvert V' de x contenu dans U sur
lequel f et g sont C!. On considére la relation £ sur %, définie comme suit : f%g
signifie :

(1) D(foh™1) = D(goh ) Z(R"; C) ~ C*

ol D(foh~1) désigne la dérivée de la fonction foh~! : A~1(V)~C au point h(x) ;
(h, U) étant choisie, il est clair que Z est une relation d’équivalence. Z ne dépend pas
de la carte (h, U), en effet (#/, U’) étant une autre carte de X en x, quitte a retrécir
U et U’, on peut supposer U’=U. Alors D(jfol'~Y)=D((foh Y)o(hok’~1))=
=D(foh~YyoD(hoh'~') ; hoh’~1 étant un difféomorphisme H(U)—h(U), la rela-
tion (1) est équivalente a

) D(foh'™1) = D(goh’~).

2.2, Espace cotangent en un point

ZF. est un espace C-vectoriel, en effet si f, g€ #,, il existe un voisinage V de x
sur lequel fet g sont C! ; il en est de méme de f+g et, pour tout A€ C, de Af.
La relation Z est compatible avec la structure vectorielle de £, alors %,./# est un
espace C-vectoriel.

Considérons I'application

3) O : FfR ~LR"; C) =~ CQR* =~ C"
classe de f+—>D(foh™?).

05 est une application C-linéaire injective ; (xy, ..., x,) désignant les coordonnées
locales en x définies par la carte h, (D(x;0h~1)) est une base de £ (R"; C), donc
Papplication (3) est surjective : c’est un isomorphisme. On désigne I’espace vectoriel
F /R par T}(X) et on 'appelle I'espace cotangent complexe @ X en x. Dans la carte
h, on désigne par dx,, ..., dx, les éléments de T.*(X) de représentants x,, ..., x, ;
ils constituent une base de T.*(X) ; les éléments de T;7(X) sont appelés les dif-
Jérentielles en x. On convient de noter f'la fonction foh™!' définie sur A(U)CR";

)
alors f admet des dérivées partielles B_f et d’aprés 'expression de D(foh™Y),

Xj
"9

la différentielle d,f de fen x est d,f=), ﬁf—(x) dx; ; les

ji=1 xj

(x) sont des

J
nombres ; les éléments de T, (X) s’écrivent donc, dans le systéme de coordonnées

locales (x;, ..., X,) sous la forme w= Z A, dx;, avec A;€C.
=1
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2.3. Effet d’un changement de carte

Considérons deux cartes (h, U), (k, U) en x. Toute fe%, définit une forme
C-linéaire sur R” d’aprés 2.2. Réciproquement, soit € ¥ (R"; C) ; en désignant
encore par u la restriction de u a #(U) ; uch est une fonction C? sur U, donc ap-
partient & %, et on a 0} (d(woh))=Duohoh™")=Du=u, car u étant linéaire est
égale a sa dérivée. De méme

6% (d(uoh)) = D(uohok=") = uoD(hok=1);

mais 0 tu=d(uoh) ; alors 6 o} ' (u)=07(d(uch))=uoD(hok=")='D(hok™Yu ;
hok—" étant un difféomorphisme : k(U)—~h(U), ‘D(hok™") est un isomorphisme
de Z(R"; C) sur lui-méme.

3. Fibré cotangent ; formes différentielles de degré 1

3.1. On pose T*(X)= |J TJ(X) (réunion disjointe) et on note ny : T* (X)X
x€X
la surjection qui envoie d, fET)(X) sur x€X.

3.2. Théoréme. — X étant une variété de classe C? (q=1) il existe sur T*(X),
une structure de variété différentielle de classe C'~' telle que 7% soit C'~' et
que, pour toute carte (h, U) de X, Papplication

O,: UX(CYY - a3~ (U) avec (CY =2LR"; O)
(x, u) —~d,(uch)
soit un difféomorphisme C4-".

DEMONSTRATION. — On considére un recouvrement (U,) de X par des ouverts de
cartes, h, étant une carte de domaine U,. On désigne encore par h, la restriction
h|U,NUy, alors f,;=h,oh;" est un difféomorphisme C?: hy(U,NUp)~h,(U,NUy)
appelé difféomorphisme de transition de X.

Il est clair que, réciproquement, la donnée d’un recouvrement d’un espace topolo-
gique séparé X par des domaines U, de cartes h, et d’une famille (f,,) de difféomor-
phismes C? telle que

avec f,;0/3,=f,, définit un atlas Ci(k,, U,), sur X. On va appliquer cette remarque
a la construction de T*(X). Considérons

0,, 1 U X(CY ~nx~Y(U)

(%, ) = d(uohy,).
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Les O, définissent, par transport de topologie de U, X(C")’, une topologie sur T *(X)
(ha B id(C")’)O Qh:,] : ﬂ§_1 ( Ua) g ha(Urx) X (Cn)’

définit une carte de T*(X).
D’aprés 2.3, I'application

l//;(ﬁ : hﬁ(Uotm UB)X(C"), g ha(Uzzm Uﬂ)x(cn),
(v, u) > (fop ¥, uoD(h,ohz ) ™)
= (f2p 3> 'D(fp) " 00)

est un difféomorphisme C?. Les 5, définissent les difféomorphismes de transition
d’une structure de variété différentielle sur T7*(X) qui vérifie les conditions du théo-
réme. [

3.3. Fibré cotangent

1) D’aprés la démonstration de 3.2, il existe un voisinage ouvert U de x dans X (qui
est ici le domaine d’une carte h) et un difféomorphisme @, tel que nx(@,(y, w))=y
pour tout yeU et tout wc(C"). Alors le triple (E, X, n}y), avec E=T*(X), est
appelé une fibration localement triviale de base X, de fibre type (C") (= C"), d’espace
total E ; pour tout xcE, E,=ny"(x) est appelé la fibre de E en x.

Une section s de (E, X, ny) est une application continue : X—~FE telle que
nyos=idy, autrement dit, I'image de x par s appartient a la fibre E, de E en x.

Pour tout u€(C"Y, x—d.(uoh) est une section Ci=* de E au-dessus de U.

2) (e;);-1, ...« ttant la base canonique de C” et (¢;) la base duale, on a : dx,=

=d,(e,oh). Alors lapplication @, : (x, Ay, ..., 4,)— ». A;dx; est un difféomor-
i=1

phisme.

Il en résulte : pour tout x€ X, il existe un voisinage U de x dans X (ici le domaine
de la carte h), un espace vectoriel (ici (C"Y) et un difféomorphisme O, satisfaisant a
1) ci-dessus et tel que, pour tout yeU, @,(y,.) : (C"Y—nay " (»=E, (ici Ty*(X))
est un isomorphisme de C-espace vectoriel.

Alors (E, T,7my) qu'on désigne aussi par E est un (espace) fibré vectoriel com-
plexe. On dit que T*(X) est le fibré cotangent complexe a la variété différentielle X.

3.4. Remarque. — 1) et 2) permettent, sans difficulté supplémentaire, de définir un
fibré vectoriel complexe de fibre de dimension m sur X et les sections de ce fibré.
L’entier m est appelé le rang du fibré.

3.5. Une section @ de T*(X) au-dessus d’une partie 4 de X (en général A sera
un ouvert de X) est appelée une forme différentielle de degré 1, (ou une 1-forme
différentielle) sur A.

U étant un ouvert de carte de X sur lequel (x,, ..., x,) sont les coordonnées locales,
x—dx;(x) (3.3) est une 1-forme différenticlle sur U notée dx; ; pour tout point
x€U, (dx;)(x) ; j=1, ..., n, estune base de T (X) ; on dit que dx, ..., dx, forment
un repére de T*(X) au-dessus de U et qu’elles sont associées @ la carte h ; toute



FORMES DIFFERENTIELLES SUR X 229

1-forme différentielle w sur U s’écrit d’une seule fagon

x> o(x) = Y a;(x)dx;
j=1
ou les a; sont des fonctions scalaires & valeurs complexes sur U.
Si la section w est une application différentiable de classe C* (reNU{}), on dit
que la 1-forme différentielle w est (de classe) C".

4. Formes différentielles sur X

4.1. Produit tensoriel de deux K-espaces vectoriels (K=R ou C)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et Z(E, F) le Z-module libre engendré
par lensemble des ¢léments (x,y) de EXF ; c’est 'ensemble des combinaisons
linéaires formelles (finies) & coefficients entiers rationnels des éléments de EXF
muni de 'addition et de la multiplication par les entiers. On désigne par Y (E, F)
le sous-module de Z(E, F) engendré par les éléments

(X1+X2, y)_(xh y)_‘(xz, y)
C)] (%, 1+ y2) — (%, y1) — (¥, o)
(’lx’ y)—(x’ Ay)

ou X, X1, X,6F 5 ¥, v, ¥.€F ; A€K.

Le Z-module quotient Z(E, F)/Y(E, F) est appelé le produit tensoriel de E et de
F sur K et est not¢ EQyxF ; la projection canonique Z(E, F)—-E®gF envoie
(x,y) sur x®y (par définition de cette derniére notation).

Pour tout k€K, on considére I’homomorphisme de Z-module

Z(E, F) ~ EQF

qui applique tout élément (x,y) de Z(E,F) (x¢E,y€F) sur (kx)®y. Cet
homomorphisme est nul sur Y(F, F), car il s’annule sur les éléments de la forme
(4), donc il définit un Z-homomorphisme de E®yF dans lui-méme, i.e. une loi de
composition

KX(E@QxF) ~ EQgF

qui, avec 'addition, munit EQygF d’une structure de K-espace vectoriel que I'on
utilisera désormais.

4.2, Algébre tensorielle ; algébre extérieure

E étant un espace vectoriel sur K, par récurrence sur le nombre de facteurs, on
définit le produit tensoriel de m exemplaires de E, gu'on note ®™FE, par Q"E=
=E®x®™ 'E ; onpose QE=K ; ona : @ E=E ct on pose : QE= ¢ QPE.

PE0
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On définit, sur ®F, une multiplication distributive par rapport & ’addition, notée
®, par :

(0®..0x,)R(X,410...0Xp1 ) = X,8...0X,,, pour x£E (i=1,..,p+q).

La multiplication ® est appelée le produit tensoriel dans E.

L’addition, la multiplication par des éléments de K et le produit tensoriel ®
définissent, sur ®E, une structure de K-algébre ; ® E muni de cette structure
d’algébre est appelée lalgébre tensorielle de E.

On appelle algebre extérieure du K-espace vectoriel E et on note A*FE la K-algebre
quotient de ® E par I’idéal bilatére I engendré par les éléments x®@x (x€E). La
multiplication déduite de ® par passage au quotient est notée A et est appelée la
multiplication extérieure. Si x, y€E, ona : xAy=—yAx ; on dit que la multiplica-
tion A est anticommutative.

On pose I,=QPENI ; AAE=QPE/l, ; alors,ona : A'E= @ A°E.

p=0
On dit que les éléments de AP E sont de degré p ; A*E est une K-algébre graduée ;
en particulier, la multiplication extérieure envoie APEX AYE dans APTYE.

4.3, Soit A-T*(X) le fibré vectoriel sur X construit & partir de P'algébre extérieure
A*THX) (x€X) par le procédé utilisé pour construire T*(X) & partir de T.*(X).

Par définition, les formes différentielles sur un ouvert U de X sont les sections,
au-dessus de U, du fibré A+ T*(X).

Une p-forme différentielle, ou forme differentielle de degré p est une section du
fibré A?T*(X). Au-dessus de I'ouvert U d’une carte sur lequel les fonctions co-
ordonnées sont x, ..., x,, une telle p-forme w s’écrit, compte tenu de I'anticom-
mutativité de A

(5) w = Z ail_“ip din/\..-/\dxip
i<..<ip
oulesg; ; sontdes fonctionssur U ; west dite C"si c’est une section C" de APT*(X);

alors les fonctions a; ; sont C" sur U.
R 4

4.4, Remarques. — a) La construction ci-dessus de 1'algébre extérieure A*E d’un
K-espace vectoriel E est valide quel que soit le corps commutatif K ; plus générale-
ment, A étant un anneau commutatif unitaire, la construction de I’algébre extérieure
s’étend, sans changement, au cas ol E est un 4-module. En particulier, les formes
différentielles C" sur un ouvert U de X constituent une algébre extérieure sur I’anneaun
C'(U) des fonctions C" sur U.

b) Si o et B sont des formes différentielles de degrés p, ¢ respectivement, sur
Youvert U de X, on a :

oaAB = (=DM BAa.

c¢) Supposons que U soit un ouvert de carte et soient (x, ..., X,), (X, ...,X.)
deux systémes de coordonnées sur U. Soit w la forme différentielle, sur U, d’expression
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(5) dans le systéme de coordonnées (x;) ; alors dx;= Y, (0x,/0x}) dx; ;
Jj=1

o= Y G (él (0x,,/0x7) dx;)A ...A(é1 (9x,,/0x7) dx}) =

D(xlls '--$xip) , ,
= 2 > ai,...ipm dxj AL AdX],.

Ji<.<jp iy=<..<ip

5. Variétés orientables ; variétés orientées ; intégrale d’'une forme
différentielle de degré maximum

5.1, Théoréme. — Sur une variété différentielle X, de classe C!, de dimension n,
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) il existe, sur X, une n-forme différentielle continue v, & coefficients véels, telle
que, pour tout xcX, on ait v(x)=0 ;

(b) il existe un atlas N, dont les ouverts de cartes sont connexes, tel que, pour
deux cartes b, W' ¢ W, restreintes au méme ouvert U de X, on ait : J(K'oh~1)(y)=0,
pour tout xcU, y=h(x) ; J(hoh™') désignant le jacobien de Ulapplication
hWoh™ ' : h(U)-H(U).

DEMONSTRATION. — (a)=(b) : (x;);_,, ., ¢t (x});_, ,, désignant les fonctions
coordonnées de deux cartes h et #/” de méme domaine connexe U, on a : v(x)=
=W(x)dx A Adx,=W’(x)dx;A...Adx, ol W, W’ sont des fonctions U—R
sans zéro. On a : dx{A...Adx,=J (W oh™1)(y) dx,A...Adx,, ou y=h(x). Con-
sidérons un atlas 2 de X 4 ouverts de cartes connexes, alors si k, €W, les fonc-
tions W et W’ ont un signe constant sur le domaine de A et de b’ respectivement ;
donc il existe un atlas U sur X pour lequel, dans les notations ci-dessus, si b, €2, les
fonctions W et W’ ont le méme signe ; (on passe d’une carte de A’ & une carte de Wen
échangeant, éventuellement, deux coordonnées). Alors, comme W' (x)J(h' oh~Y)(y)="
=W(x), pour xcUNU’, ot U et U’ sont les domaines connexes des cartes h, i,
ona : J(Woh 1) (y)=0.

(b)=(a) se démontre en utilisant une partition C* de "unité subordonnée aun
recouvrement par des ouverts de cartes de 2. :

5.2. Si 'une des conditions (a), (b) de 5.1 est satisfaite, on dit que la variété dif-
férentielle X est orientable.

Sur une variété orientable connexe, on choisit une forme différentielle v de degré
maximum satisfaisant & (a) ; les atlas satisfaisant 4 la condition (b) se divisent en
deux classes pour chacune desquelles le coefficient de v, dans une carte, a un signe
déterminé. Le choix d’une des deux classes d’atlas est une orientation de la
variété.

ExeMpPLE. — Sur R"(,, ..., £,), une orientation est définie par d&,A...Ad¢, dont
le coefficient dans la carte identité est +1 ; l'autre orientation est définie par
—d&ALLLAGE,.
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5.3. Intégrale d’une forme différenticlle de degré maximum sur une variété orientée

On va considérer des formes différentielles a coefficients localement intégrables,
dites formes L} ; cela généralise la définition de n° 4.3.

Soit o une n-forme différentielle L] sur la variété orientée X et soit W un atlas de
P'orientation.

On appelle support d’une forme différentielle @ le complémentaire du plus grand
ouvert sur lequel w est nulle ; c’est un fermé noté spt w.

On suppose spt o compact. Dans le cas ou spt o est contenu dans le domaine U
d’une carte & de 9, de coordonnées locales (xq, ..., x,), ona : a=adxA...\dx,.
Par définition, I'intégrale de « sur X est

6) fxoc—_—fuoc :f_:...f:r:a(h—l(y))dxl wedx, ou xcU et y=h(x);

le dernier membre est une intégrale multiple sur R" orienté par dx;A...Adx,.
Vérifions que (6) est indépendante de la carte.
Pour une autre carte #'¢U, de méme domaine U, on a, avec )y =h"(x) :

) fi: fi: a (K1) dx;... dxj =

+ oo

f—oo a’(h/—loh'oh—l(y))J(h/Oh—l)(y)dxl dx,, :

— o0

car J( oh™Y)(y)=0 ; mais
a'(x) dx;A .. Adx], = a(x) dx; AL Adx, = @ (x)J (W oh~Y)(p) dx;A...Adx,.

Le dernier membre de (7) est égal au dernier membre de (6).

Pour une forme « & support compact quelconque sur X, on considére une parti-
tion C* de I'unité (¢,);c; subordonnée a un recouvrement ouvert (U,) par des ouverts
de cartes de 2 et on pose

8) o= P;0.

( f X ize:I f x?

La somme du second membre est finie puisque spt a est compact ; elle est indépen-
dante de la partition de 1'unité choisie : on le vérifie en considérant une autre parti-
tion (Y ;);¢; subordonnée 4 un recouvrement (¥;) par des ouverts de cartes de U ;

alors les deux expressions (8) associées sont égales 4 Y f Q.
G, ))elxJ
L’expression f x o définie ci-dessus est, par définition, l'intégrale de la n-forme

différentielle o sur la vari¢té orientée X. On remarque que, si I'on change l'orientation
de X, l'intégrale est multipliée par —1.
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6. Image réciproque par une application différentiable ;
différentielle extérieure ; chaines différentiables

6.1. Soit u : X—Y une application C! de variétés différentielles. Soient (A, U),
(k, V') deux cartes de X et de Y respectivement, de coordonnées respectives (xy, ..., X,),
(V15 -.s V) telles que u(U)cV. Alors, pour toute forme différentielle ¥ sur un
ouvert W de Y dont la restriction & VW sécrit ). by ;,(» dyjl/\.../\dyjp,
on pose

1Y = by 5,009 Ao A A(y;,00) ().

1y est appelée I'image réciproque de y par u.

On vérifie que cette expression est indépendante des cartes choisies et permet de
définir p*y sur Pouvert p=Y(VNW) de X. En utilisant des cartes de Y dont les
domaines constituent un recouvrement de W, on définit également p*y sur u=1(W).
Dans le cas particulier ou p est propre (i.e. telle que I'image réciproque, par u, de
tout compact de Y est un compact de X), pour toute i & support compact, u*y est
a support compact.

6.2. Différentielle extérieure

a) Soit @ une p-forme différentielle C! définie sur un ouvert W d’une variété
différentielle X. Sur un ouvert de carte U, de coordonnées (xy, ..., x,) sur lequel ¢
est définie, on a :

=2 ay., dxA..Adx .
On pose:
do = Z da;, . Adx AL Adx; =

ZZ " "’d Adx AL Adx;
Leodp J

et on vérifie que cette expression est indépendante de la carte choisie ; c’est une
(p+1)-forme différentielle dite différentielle extérieure de ¢ sur U. La définition de
do s’étend & W. On vérifie immédiatement les propriétés suivantes : « et f§ étant
deux formes différentielles sur un ouvert W :

d(+p) = da+dp;
si a est de degré p,

d(@Af) = daAf+(—1)PaAdf;
d2e =ddae =0

si o est C2

spt dpCspt ¢ ; d est un endomorphisme C-linéaire de I’espace vectoriel des formes
différentielles C* ;

pour toute application C! u : X -~ ¥, u*d = du*.
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On dit qu'une forme différentielle C' w est d-fermée (ou simplement fermée) si
dw=0 ; en particulier, si « est C? et si w=da, alors dw=0.

b) Lemme. — Soient X une variété différentielle orientée, de dimension n et ¢
une (n—1)-forme différentielle C* sur X, & support compact, alors f x do=0.

DEMONSTRATION. — Soit (/;) une partition de I'unité subordonnée & un recouvre-
ment (U;) de X par des ouverts de cartes (h;, U;) d’un atlas de I'orientation. Soient
(%15 ..., X,) les coordonnées locales de la carte k; ; on a spty;pcU;. Alors, par
définition,

[ 4w;0) = [, 405 0)(8,00),

posons
n

V0= Y aduA. AdgA...Adx,;

i=1

J, 40 = glff: T 1)‘-12—2% cedx, s

+oo +e 0a 4o too [ pte da; : o~
f_oo f_m-a?idx1 .. dx, :f-_.,., f_w [f—wa—x,-dxi] dx, ... dx;... dx,,
b 09
T 0x;
=0; [xdo=[xd(D ¥;9)=2, [xd(¥;¢) car ¢ étant & support compact, la somme
J j
est finie, alors [y dp=0. O

mais

dx;=[a,]7==0 car g; est a support compact ; donc fXd(t//jq)):

6.3. Chaines différentiables

a) Variétés a bord.

Un demi-espace fermé de R" est, pour un choix convenable des coordonnées
(x15 ..., x,) de R, 'ensemble {(x,, ..., x,)é R" ; x,=<0} muni de la topologie induite
par celle de R".

Soit Z un espace topologique séparé, on appelie carte h de Z un homéomorphisme
d’un ouvert U de Z sur un ouvert de R” ou sur un ouvert d’'un demi-espace fermé
de R*. On a une notion de cartes compatibles comme au n® 1.2, les cartes du premier
type se comportant comme celles du n® 1.2, celles du deuxiéme type sont telles
que K oh~! soit un difféomorphisme C* d’ouverts de demi-espaces fermés ; par
définition, les fonctions C* aux points du bord d’un demi-espace fermé ont des
dérivées particlles continues jusqu’a 'ordre k en x,, ..., x, et des demi-dérivées
continues jusqu’a l'ordre k en x, ; on montre que cette condition est équivalente &
Pexistence d’un prolongement C* sur un voisinage de x;=0 dans R".

On a, de méme, les notions d’atlas compatibles.

L’espace topologique Z, supposé réunion dénombrable de compacts, muni d’une
classe d’équivalence d’atlas est appelé une variété différentielle & bord ; Ventier n
ci-dessus est appelé la dimension de Z.
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ExeMpLE. Une boule fermée de R”, munie de Ia topologie et de la structure dif-
férentielle induites par celles de R” est une variété a bord.

b) Variétés a coins. Plus généralement, on a la notion de variétés a coins Z définies
a Taide de cartes compatibles et qui sont des homéomorphismes d’ouverts de Z
sur des ouverts de R” ou sur des ouverts de sous-espaces fermés de R" définis comme
suit :

{x = 0 X)ER; x5, <05 oox; <05 {0y € {1, ..,n}

ExiMPLE. — Un cube fermé de R3, plus généralement, un pavé fermé de R” sont
des variétés & coins.

¢) Chaines différentiables. Soit Y une variété différentielle orientée de dimension p,
on dira qu’une partie connexe Z, d’intérieur non vide, de Y est une sous-variété a
coins de Y si la structure induite sur Z par celle de Y est celle d’une variété a coins.
L’intérieur Z de Z dans Y est une sous-variété ouverte de ¥ orientée par l'orienta-
tion de ¥ ; Z est de dimension p- L’ensemble des points de la frontiére bZ de
Z au voisinage desquels Z est une variété a bord est une sous-variété fermée b°Z
d’'un ouvert de Y. Soit pebZ, alors il existe un voisinage U de y dans
Y et un systtme ds coordonnéss xi, ... x, tel quz ZNU={xzU ; x,(x)<0}.
Si v(x)dx,A...Adx, définit orientation de ¥ sur U, elle définit aussi I'orientation
sur ZNU et v(x) dx, AL AdX PP ZNU  définit une orientation sur B°ZNU dite
associée a 'orientation de Z ; il est clair qu’on définit ainsi une orientation sur b°Z
tout entiére.

X étant une variété différentielle orientée, soient ¥V un voisinage ouvert de Z
dans Y et F une application différentiable propre de V dans X. Le couple (Z, F)
sera appelé une chaine différentiable élémentaire de X de dimension p, ou une p-chaine
élémentaire de X.

On dira que deux chaines élémentaires (Z, F), (Z’, F’) sont équivalentes s’il
existe un difféomorphisme G, & Jacobien strictement positif, d’un voisinage de Z
dans un voisinage de Z’ sur lesquels F, F’ sont respectivement définis et tel que
F=F'cG. Dans la suite, on identifiera deux chaines équivalentes.

On appellera p-chaine différentiable entiére (resp. réelle, complexe), toute com-
binaison linéaire a coefficients entiers (resp. réels, complexes) de p-chaines élémen-
taires : leur ensemble constitue un Z-(resp. R, C)-module.

6.4. Bord d’une p-chaine différentiable

Soit y=(Z, F) une p-chalne élémentaire d’une variété différentielle X, on appelle
bord de y, le couple by=(bZ, F) ; la structure différentielle de Y induit sur bZ
une structure de variété a coins : on montre sans difficulté que by est une (p—1)-
chaine différentiable entiére, déterminée par la p-chaine élémentaire 7.

Le bord d’une p-chaine différentiable est défini par linéarité.
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6.5. Intégration d’une p-forme différentielle
Soient w une p-forme différentielle L} . a support compact dans X et y=(Z, F)
une p-chaine différentiable élémentaire, on appelle intégrale sur y de la forme w
I’expression f s F*o qu’on note f , @. Lintégrale de w sur une p-chaine quelconque
est définie par linéarité.
On appelle support d’une chaine différentiable Zln,-yi ou 7;=(Z;, F) est une
i

chaine élémentaire, et I un ensemble fini, la réunion |J F:(Z;), c’est un ensemble
e

fermé ; on le note spty.
On étend la définition des chaines aux combinaisons linéaires Y, n;7; ol I est
e

un ensemble d’indices quelconque, dans le cas ou la famille (y,);c; est localement
finie, c’est-a-dire si pour tout x€ X il existe un voisinage ¥, de x tel que V.MNspt y,=0
sauf pour un nombre fini d’indices 7, la chalne est dite alors localement finie et I'in-
tégrale d’une p-forme différentielle w & support compact sur une telle chaine est
définie et notée [, w.

Enfin si y est une p-chaine a support compact, pour toute p-forme w L}, sans
condition de support, U'intégrale [, w est aussi définie.
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MoRERA (théoreme de) 26  Prolongement , ol
Morphisme 110, 181 Prolongemept gnalythue 115, 117
— d’espaces étalés 112 — ~— (principe du) 44, 195
— de préfaisceaux 111  Propre (application) 15, 104
—_ de restriction 111  Puissance extérieure 14
- de surfaces de RIEMANN 105
Moyenne (propricté de la) 47, 153 R .
Multiple d’un diviseur 147, 176 ~ Radical . 223
— (2ér0) 44 Ramification (p'omt de) 107
Multiplicativement équivalents 211 Rang dun fibré 228
Multiplicité 44, 147 R?}YOY} de convergence 40
— @un morphisme 108  Régulier (point) ) 220
Réguliere d’ordre k (fonction
holomorphe) 205
Nert 15 Relevement 2
. epere
Noethérien (anneau-module) 212 Représentation conforme res 175
Res 175
(o) Résidu 55
0 114 Résidus (théoréeme des) 56
0w 8 — (— de la somme des) 57
0 (p)-enveloppe 91 revétement de GALOIS 122
Objet 110 — holomorphe 110
Opérateurs 87, §’, 0 159 — normal 122
Opérateur* 158 — ramifié 107, 222
ordre de multiplicité 44 — régulier 112
- formelle 190 — topologique 101
Or¥entable (variéte) 231 —— universel 121
Orientée (variété) 231 RIEMANN (sphere de) 36
Oscoop (lemme d*) N 189 — (surface de) 35,52
Orthogonale (décomposition) 163 — (théoréme de prolongement
Orthogonale & (mesure) 90 de) 51, 106, 205
RiemanN—RocH (théoréme de) 150
P DE RHAM abstrait (théoréme de) 140
Paracompact 139 — (théoréme de) 142
Partition différentiable de I'unité 20, 37, 225 — pour d” (théoréme de) 142, 202
Période 166 ~ RoucsE (théoréme de) 59
Plongement 181  RuUNGE (théoréme de) 88
PoOINCARE (lemme de) 21 ~— (paire de) 93



242

S
SCHWARZ (lemme de)
Section d’un espace étalé

— d’un fibré

--- holomorphe

— méromorphe
Semi-méromorphe (fonction)
Série de fonctions

— — méromorphes

— entiére convergente

— formelle
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StokES (formule de)

Structure différentielle sous-jacente

Suite exacte

- exhaustive de compacts
Support
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Analyse complexe

(texte numérisé avec corrections)

Je remercie Lars Hormander, Robert Cauty et Jean-Pierre Vigué pour leurs critiques.
Je salue la mémoire de Paul Malliavin qui m’avait commandé ce livre.

Dans la formule LMD actuelle des études supérieures de mathématiques, ce texte propose des enseigne-
ments de Lz et de M. 1l peut servir de référence pour 'introduction a I'étude des surfaces de Riemann et
des premiers éléments de 'analyse complexe de plusieurs variables.

Paris, février 2011,
Pierre Dolbeault
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ERRATUM

ANALYSE COMPLEXE
P. Dolbeault

ligne 18 1 ; A E au licu de ; A’E

ligne 6 1 (ou C® ... au lieu de (ou C* ...

ligne 2 1 qu’on au lieu de qu'un

ligne 16 | Z[f(#;+1) — f(¢)] aulieu de X [F; (t;+1) — F; (t))]

ligne 2 1 <1 + goy) au lieu de <l + go_f)
Sfoy foy

1 . . 1 _
ligne 9 1 sint = —(z — z7!) aulieu de sint = — (z — z7%)
2i 2mi

ligne 12 | + 7 Argz aulieude + Arg:z
ligne 8 | appliqué au lieu de appliqués

ligne 4 | don 2T = 1 au lieu de ST
nz z =z
ligne 91 3 logf,aulieude Y logf,
n>r n>1

ligne 6 1 ,ie.T:Zw aulieudeie.: ZT
ligne 16 | ¥, (0) au lieu de ¥ (0)

ligne 14 1 D* aulieu de D*
Tg g
H H

ligne 5 1 hermitienne dz; dz; de C au lieu de hermitienne de dz; dz; C

ligne 14 1 = ij d@)aulieudeij
x

x

ligne 11 | — J d... au lieu de — jd
v

ligne 3 1 0p X aulien de ¢p i

ligne 7 T convergentes au lieu de convergente
ligne 3 7 ,O,L au lieu de ,OL

ligne 5 1 0 aulien de Xo

ligne 4 | 0OP,y,/0x,+, au lieu de 0P,y 0xp41

INDEX

Bord (d’une chaine) Ajouter: 17

Cartes compatibles Supprimer 110

ajouter : Catégorie 110

Domaine... 205 au lieu de 250

Noethérien (anneau, module) au lieu de anneau-module

Ordre...

ajouter ... d’une série formelle, 190

Représentation conforme 82 au lieu de 175 et supprimer res
Res,res 175

Silov (frontiére de) 187, au lieu de 189



Page 17
Page 23
Page 30
Page 46
Page 48
Page 58
Page 62
Page 62
Page 62
Page 71
Page 79
Page 96

Page 134
Page 135
Page 138
Page 184
Page 186
Page 191
Page 192
Page 193
Page 193
Page 193
Page 195
Page 196
Page 197
Page 197
Page 203

Page 206
Page 208
Page 213
Page 215
Page 215
Page 225

ligne 6
ligne 2
ligne 9
ligne 9
ligne 1
ligne 14 7
ligne 7 |
ligne 12 |
ligne 14 |
ligne 11 |
ligne 6 |

[PARER S ——

ligne 15 |

ligne 8 7
ligne 13 |
ligne 16 |
ligne 10 |
ligne1 1
ligne 2 |
ligne 17 |
ligne & |
ligne 7 |
ligne 7 7
ligne 5 |
ligne 3 |
ligne 16 |
ligne 2 1
ligne4 7

ligne 19 |
ligne 18 |
ligne 6 |
ligne 16 |
ligne 20 7|

ligne 16 |

ERRATA 11
ANALYSE COMPLEXE
P. Dolbeault

supprimer "discret”

Tquon note”  au lieu de 7qu’un note”
ajouter ", A C D, aprés 7 en z”
{ch.1,5.3.3) au lieu de (ch.1,5.3.2)
supprimer M’

"w’y” aulieude "ny”

+isin®) au lieu de +isin)é

4, au lieu de 6(r)

est au lieu de es

?toute suite de” au lieu de "toute de”
v; aulien de v

%—f Ady au lieu de fo A

7fonctions méromorphes” au lieu de 7 1-formes méromorphes”
a aulieude a

U anlieude U

?vide ;7 au lieu de ”vide

z% au lieu de zg

7 continuité de Vaddition” au lieu de ”continuité Paddition”
—sg |< auliew —sy <

”sommable;” au lieu de ”sommable”

supprimer "d’apres 4.3.27

? convergentes” au lieu de 7 convergente”

% au lieu de r®

?d’apres 5.2.3”7 au lieu de "d’apres 4.2.37

4.2.5 aulieude 4.5.2

lajl<p anlieude |a;i<r

x4,) aulieude «a)

d’., f aulieu de d”,, f

D aulieude D

7un produit fini de” au lieu de 7un produit de”

?réunion finie de” au lieu de "réunion de”
"noethérien” au lieu de "noéthérien”

"dans un ouvert de R™” au lieu de "dans un ouvert de R™”



ERRATA II1

Chapitre 4: 1.3. Corollaire. Dans (b): supprimer: (ce qui équivaut ¢: chaque composante connere de
K est simplement connere). Dans la DEMONSTRATION, supprimer: 7, i.e. toute composanie connexe ...
relativement compacte”
Chapitre 4: 1.6.1. Théoréme. Remplacer (i7) par:

(4t) Dy \ Dy = F UL ol F est fermé dans Dy, L compact et F (L = ) entraine L = 0.

Dans la démonstration, définir L comme "un compact de Do \ D" et F comme "un fermé de Dy tel
que Do\ Dy =FUL
Chapitre 7: Remplacer 8.2.4. Théoréme et DEMONSTRATION par:

T

8.2.4. Théoréme.- Dans un domaine Q@ de €%, dans un systéme de coordonnées convenable, soit V =
{2 — Wp = Zno1 — W1 = 0}, ou plus généralement un ensemble analytigue compleze, wrréductible de
dimension n — 2 (voir ch. 8), et powr un polydisque fermé D{(w;d) de Q, si f est une fonction holomorphe
dans D(w;r) \ V, il existe une unique fonction f holomorphe au voisinage de w telle que f(z) = f(z) sur
Uowvert ou elles sont toutes deux définies.
DEMONSTRATION .-

(a) Cas particulier:

{2, —w, # 0} pour z € D(wi;61) X ... D{wp—1;8n—1) X bD{(w,;6,),

{Zp—1 — Wn—y1 # 0} pour z € D{(w1;81) X ... D{wWp—2;8p—2) X BD(Wp—1;0n—1) x D{wy;d,) ;
alors la fonction f(z1,. .., 2n—9,Cr1,$n) est définie sur

D{w1;61) X ... D(wWp—2;6r—2) X bD(wy—13;8,—1) X bD{(wy; 8, );

La fonction

f(zly vy Zn) = (1//<27T7',}2) / / (zn—l - C7z~1)*1(2{n - Cn)_lf(zlw cees 371—27C?z—lagn){ignv—lan
SN —wn_1|=0, 21 4 |[{n —wn|=0n

est holomorphe sur D(w; é).
Si (21,0 8n-2,Cn-1) € Dpo{w;8) x bD(wy1;8,.-1), la fonction de z,, f{z1,. ., 2n—2,Co1, on) €8t
holomorphe dans D(w,; 6, )}, continue jusqu’au bord et satisfait a

(85> f(zh '7371—2:Cn—173n) = (1/271'2) / (Cn - 3n>V1f(317~H 7znv2>Cn~l7gn)d<n

[Cn —wn|=dn
Si(21,...,20_2,2,) sont fixés avec |z, — w,| assez voisin de &, la fonction f(z1,...,2,-2.Cne1,%n) est
holomorphe en {,,—1 dans D{(w,_1;d,—_1) et continue jusqu’au bord, alors

(86) f(::) = (1/274’i)[ l s (Cﬂ,pl — va1>—1f(21, sy Znﬂz,gn—}_,znj)dgn._l
L S T =L T |

pour [z, — w,| assez voisin de §,,. ~

A laide de 8.5} et (8.6), on trouve f(z) = f(z) dans D{(w;d) pour |z, — w,| assez voisin de §,. Par le
théoreme d’identité, on a f(z) = f(z) sur le domaine commun de définition.

(b) Cas général:

Dans des coordonnées convenables (2, 2,1, 2, ), avec 2’ = {z1,...,2,-2) et w = 0, un germe d’ensemble
analytique complexe Vp, irréductible, de dimension n — 2, & Dorigine 0 de €, est défini par:

(x)  P(hizp-1) =0

(#x)  dis(z)zn — Q25 20-1) = 0
olt dis(z') €, O est le discriminant du polynéme distingué P, et oll P,@ €, O[X].

Il existe un voisinage ouvert U de 0 tel que I'ensemble analytique V' de U défini par les équations ci-
dessus induise V; en 0. Considérons le polydisque fermé ) = D(0,§) contenu dans U. les solutions z,1(z"),
z2,(2") de (*) et (**) respectivement, pour § # 0 convenable, satisfont a:

{22 {2012} € D(w1;61) X ... D% (wp130,_1) x D%(w,;4,,), ou D° désigne lintérieur du disque D,

{2,z } & D(wy;61) x ... D{wp_1;0,—1) X bD{(wy,;6,),

{2n1(z")} & D{wy;01) X ... D(wp—2;6,-2) X bD{wy_1;6,,—1) x D(w,;d).

La suite de la démonstration du cas particulier est valide dans le cas général. O
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